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1. Kombinatorik

1 Kombinatorik

1.1. a)n=5k=3: n® = 5% =125
b) n=5k=3: nn—1)--(n—k+1)=5-4-3=60

1.2. siehe Anlage, zwei Zeichen moglich : o o =

n=2k=6: nF =2%=64 (praktisch: 63)

1.3. n=10, k=3 nn—1)---(n—k+1)=10-9-8 =720

14, a)n=49,k=6: (1) = (7)) = 13983816
b) n =10, k = n* =107
c)n=3,k=11: nk =31 = 177147

15 a) (O)-(P) =1
b) () (%) =20- 12341 = 246 820

6
6 43
c) Z(IJ : (G_k) = 260 624
k=3
1.6. 232 - 10% = 529000

1.7. n Farben, k = 2 auswéhlen,
Anordnung spielt keine Rolle, Wiederholungen sind zugelassen:

n=d: ()= () = (@) =10

2

n=5: ()= () =) =15

zum Vergleich: Anordnung spielt Rolle = n¥

n

18, a) (1+1)"=) (Z) 1k 1k = gn

= n =4 reicht schon




1. Kombinatorik 4

(i) Q+a)=(1+z)"(1+z)" = (zn: (Z) 1kxn—k> (zn: (Z) 1kxn—k>

Koeffizientenvergleich bei z™:

® ) ) N
(i) 2" =2k 2" * = ;(Z) (n " k) ~ 2 (Z)

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich



2. Zufillige Ereignisse

2 Zufillige Ereignisse

2.1.

2.2.

2.3.

a)

A:AlmAgmAg
B=ANA,NA;
6“2441U442LLA3

D= (A NA;NA3)U (A NAyNA3) U (A N AN Ap)

E=C

bei 8 Elementarereignissen :
bei 4 Elementarereignissen :
bei 2 Elementarereignissen :
bei 8 Elementarereignissen :
bei 4 Elementarereignissen :

bei 2 Elementarereignissen :

+ :1.0. o: Nacharbeit —

A, B

w; = {i — 1 Recorder defekt}, i =1,...,4: A, B, D
wiy ={alle1.0.}, we =w1: B=w;, C = E = ws
N({C)=7 N(D)=3 N(Q)=38

N({C)=3 N(D)=1 N(Q) =4

NC)=1 N(Q) =2

aber A, D C wy !!, d.h. Q ist zu grob

: Ausschuf3

beachten Reihenfolge, geordnete Stichprobe, mit Wiederholungen
= 32 = 9 Elementarereignisse

‘wl Wa W3 Wq Ws

Wg Wr Ws Wy

|+ + + o o
514+ o — 4+ o

oder

o) J— J— J—

— + o) —

ohne Beachtung der Reihenfolge, ungeordnete Stichprobe, mit Wiederholungen

3+2-1

= (5

‘ W1 Wy W3 Wg Ws

) = 6 Elementarereignisse

We

|+ + 4+ o o
T, | + o — o —

benutzen letztere Variante:

A:w1
B - {w17w27w3}

C == {wl7w27w37w47w5} = CL)_G

D - {Cdg, Ws, Wﬁ}

Q={A,B,C} N() =n=23 Elemente
C' = {eine Zahl, ein Wappen}

4

A={AB,C,0,Q0,A B,C}

|A| = 2" = 8 Elemente



2. Zufallige Ereignisse 6

(i) @={A,B,C,D} |9 =n =4 Elemente
C = { 1.Zahl, 2.Wappen} = (Z,W) D = { 1.Wappen, 2.Zahl} = (W, Z)

|3
A={A,B,C,D,0,Q,4,B,0,D,AUB,AUC,AUD,BUC,BUD,CU D)}
|A| = 2" = 16 Elemente

2.4. verschiedene Fille sind moglich:

ARG ORICD

22 =4 23 =8 21 =16 23 =38

2.5. Frage: ANAUB#0 7 o
Losung: ANAUB=AN(ANB)=(ANA)NB=10 (De Morgansche Regel)

(202

AUB

26. (i) wnn M =N=MUN=N
| wihlen M = AUB, N = A

AUB=A=AUBUA=QUB=X
= A=Q=A=0=B=0Q

(ii) wenn M =N=MNN=N
| wihlen M = ANB, N=A

ANB=A=ANBNA=0NnB=10
S A=0=>A=Q=B=0

(iii) AUB=ANB <= A= B, denn
AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB)=ANB & A\B=B\A=0& A=B

2.7. Diese beiden Identitdten werden die verallgemeinerten De Morganschen Regeln genannt

mengentheoretisch:

= {weQ:Tkmitw €A} ={weQ:wdg A, Vi} = (4

k=1

U A
k=1
(A4 = {weQiwed Vi}={weQ:Tkmitw ¢ A4,} = [ JA
k=1 k=1
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2. Zufillige Ereignisse

Interpretation als Ereignisse:

n
U A, = { mindestens eines der Ay tritt ein }
k=1

U A = { keines der Ay tritt ein } = { alle A, treten ein } = ﬂ A
k=1 k=1

n
m A, = {alle A treten ein } = { mindestens eines der Ay tritt nicht ein }
k=1
n
= { mind. ein Ay tritt ein} = U Ay
k=1

2.8. Geg.: P(A) = 0.25, P(B) =045, P(AUB) =05

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) = P(ANB) = 0.25 + 0.45 — 0.5 = 0.2
(i) P(ANB) =P(AN (Q\B)) = P(ANQ)\ (AN B)) = P(A) — P(AN B) = 0.05

oder
P(ANB)=P((AUB)\B)=P(AUB) —P(B) =0.5—0.45 = 0.05
(i) PANB)=P(AUB)=1-P(AUB) = 0.5

U
(iii) P(ANB)U(ANnB)] = P(ANB)+P(ANB)

unvereinbar

0 P(A) + P(B) — 2P(AN B) = 0.3
vgl. (i
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3 Klassische Methode

3.1. A ={ Wiirfel gefirbt} A = { Wiirfel nicht gefirbt}
600 —12-10+8-1 488

P(A) = = =04
(4) 1000 1000 0.488
oder einfacher:
3
PA) = 1- P(Z) =1 8 = (0.488

1000

3.2. Ay = { Augensumme ist £ } £k =9,10,
betrachten gleich wahrscheinliche Versuchsausgénge !

2 Wiirfel:

6% = 36 gleichwahrscheinliche Versuchsausginge
{(1,1),(1,2)...(1,6),(2,6), ..., (6,6) }

= A9 - {(47 5)7 (574)7 (67 3)(3a 6)}

= AlO = {(47 6)7 (6? 4)7 (’57 5)}

1 3

4
Pldo) =55 = 2 36

1
36 9

—_

3 Wiirfel:

6% = 216 gleichwahrscheinliche Versuchsausgiinge

2 2
P(Ag) = % < % = P(Alo)
k=9 k=10
1.Wiirfel | 2.4-3.Wiirfel | Moglichkeiten | 2.43.Wiirfel | Moglichkeiten
1 8 5 9 4
7 6 8 )
3 6 5) 7 6
4 5 4 6 )
5 4 3 D 4
6 3 2 4 3
25 27
3.3. a) A= { mind. eine sechs bei vier Wiirfen }
A = { keine sechs bei vier Wiirfen }

o 4

5
P(A)=1-P(@) =1- 5 =1-04823= 05177

(6% gleichwahrscheinliche Versuchsausginge, 5* giinstig fiir A, d.h. keine ’6’, nur
17,...,75)
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3. Klassische Methode

A = { mind. ein (6,6) bei 24 Wiirfen zweier Wiirfel}
A = { kein (6,6) bei 24 Wiirfen zweier Wiirfel }

B, ={ ( 6) beim k-ten Wurf } k=1,..,24

By = { nicht (6,6) beim k-ten Wurf }  k=1,...,24

— A = BiN---NBy
P(A) = 1-P(A)=1-P(B,N---N By)
24
= 1- % (vgl. 24-facher Wurf eines 36-fliachigen “Wiirfels”)

= 1—-0.5086 = 0.4914

(i) Rechenregeln fiir unabhéngige Ereignisse liefern direkt:
2 a5\ 24
P(BiN---NByu)=[[PB) = <%)
(ii) “ Proportionalitét “ gilt nicht :

P({ (6,6) bei 1 Wurf von 2 Wiirfeln }) = — P({ '6" bei 1 Wurf eines Wiirfels })

=

P({ (6,6) bei 6n Wiirfen zweier Wiirfel }) = P({ '6’ bei n Wiirfen eines Wiirfels })

hier ist n =4

3.4. Spiel ist mit Sicherheit nach 3 Wiirfen entschieden

3.5.

betrachten 8 gleichwahrscheinliche Versuchsausgénge:
(2,2,2), (2,2,W),..., (W,w,W)

A gewinnt in 7 Féllen

B gewinnt in 1 Fall (w,w,w)

— Aufteilung 7:1

(falsche Losungen: 2:1 zwei Spiele nicht gewonnen, 5:3 ...)

Ay = { k-tes Kind bekommt eigenes Péckchen }, k=1.12

B = { kein Kind bekommt eigenes Pickchen } = A; N Ay N ...N A
(Ag sind nicht unabhéngig)

B = { mind. ein Kind bekommt eigenes Pickchen } = A; U Ay U ... U Apy
(A nicht einander ausschliefiend)



3. Klassische Methode 10

nutzen verallgemeinerten Additionssatz ( Satz von Poincaré ):

P(A UAy) = P(A)+P(4y) — P(4, N Ay)

P(
P(A5U A3) — P(A; N (A3 U Ay))
P(

P(A1UA2UA3) — P( 1)-'-
= P(4) +P(Ay) + P(43)
-P(A; N Ag) P(Ay;NAs) —P(A1NA;) + P(AT N Ay N Aj)
= > P(A,)— ) P(A;,NA,) +P(A;, NA;, NA;)
1<i1<3 1<i1<i2<3
P(A U UA,) = Y P(A,)— Y P(A, NA,) + -+ (—1)" P4, NN A
1<i1<n 1<i1<i2<n
= (—=1)k1s, mit Sy =Y P4, N---NA;)

e
Il
—_

1<i1 << <n

Anzahl der Summanden in Sy, : (}) (vgl. ungeordnete Stichprobe, keine Wiederholungen)
hier: n=12:

11! 11!
P(All) = ﬂ = Sl =12 ﬁ =1
10! 12\ 10! 1
(12— k) 12\ (12 - k)! !
PA NA. ---NA ) = _ ) _ 1
(A Ny N Ay o = 121 gl (%) K!
! 12\ 0! 1
P(A ..NA - _ Y
Ain--nde) = 5 = 5 (12) 20 12
J
12 1
P(B) = 1- ) (-D)"'==03679 =~ -
) kz:;( ) k! vgl. (xx) €

1 . (o.¢] o0
e Y

k=0 ) k=1
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4. Diskrete Verteilungen 11

4 Diskrete Verteilungen

4.1. Geg.: 2 Versuchsausgange : Junge: by =1 mit p=0.5 (0.515)
Médchen: by =0 mit 1 —p=0.5 (0.485)

n “Versuche“ (= Kinder): aj,as...a,, a;{0,1}

n

Ay ={w: w=(ay,...,a,); Zai:k} = { genau k Jungen }

i=1
n _
P(4;) = (k)p’“(l —p)""
E={w: w=(a,...,a,); Zai >1} = { mindestens 1 Junge }
i=1
P(E) > 0.9 (0.99)

Ges.:n =7

i
5
|
—_
|

|
—_
|
—
3
=
(=]
—
|
=
<
I
|
—
|
=
<
\V
o
©

0.1

In0.1
In0.5

IV < IN &

=332 =n=4

P(E)>099 = n>664=n=7

4.2. by = 1 rote Kugel gezogen ,
by = 0 weiBle (d.h. keine rote) Kugel gezogen
Q={w:w=(ay,a9,a3)}
Ay ={w:a; +as+ a3 =k} k=0,1,2,3

(a) mit Zuriicklegen: Binomialverteilung n = 3,p = 2/7

Pty = (})rha-p
P(4)) — (



4. Diskrete Verteilungen 12

(b) ohne Zuriicklegen: Hypergeometrische Verteilung
M:7 M1:2 MQIM—M1:5
n=23 n=k=1 nn=n—-k=2

b = (DG

P(A)) = WG _ ; = 0.5714

4.3. Hypergeometrische Verteilung

M = 20 Fragen , M; = 18 beantwortbar , My = M — M; = 2 nicht beantwortbar
n = 4 Fragen gestellt , k£ = 4 beantwortet , n — k = 0 nicht beantwortet

Ay = { Note 1 wird erteilt }

OO (D6 1

P(A)) = = 4700 — 2 — (.6316
R /N TR
4.4. Multinomialverteilung (Polynomialverteilung)
b; - Diesel by - Kat. b3 - ohne Kat.
pr =025 py; =05 p3=0.25
n, =2 ny =4 nz = 2 n=mny+ny+n3=2=8
Q={w:w=1(a1,...,as), a;e{b, by, b3}}
P(A S mopm s = S 952 0 510,952 — 0.1025
( m,ng,ns)—m'ﬁ Py P3 Toraral : . =

4.5. Hypergeometrische Verteilung

M = 1000 Teile, davon M, defekt My = M — M; in Ordnung
n = 50 gepriift, davon k defekt n — k in Ordnung
Ay, = {k defekte Teile } k=0,..., min(M;,n)
{’Annahme’} = Ay U 4,
(a) Ges.: P({’Annahme’}) fir M; = 40 ( = irrtiimliche Annahme )
Néherung mit Binomialverteilung

O )T ) O L) R

(%) k (‘%) -
e WG (-5)
= (Z) P —p)" "

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich




4. Diskrete Verteilungen 13

50 50
P ({"Annahme’}) ~ ( 0 )po(l )+ < ) )pl(l —p)* = 0.1299 4 0.2706 = 0.4005
P(Ao) P(Al)

(b) Ges.: P({"Ablehnung’}) fiir M; = 10 ( = irrtiimliche Ablehnung ), p = % = 0.01

P({ Ablehnung }) = 1—[P(Ay) + P(4))]
1 —[0.99°° +50-0.01-0.99*] = 1 — 0.9106 = 0.0894

beide Irrtumswahrscheinlichkeiten unbefriedigend =

e groflere Stichprobe

e Annahme nur, wenn kein Teil defekt
= Wahrscheinlichkeit fiir irrtiimliche Annahme sinkt,
aber Wahrscheinlichkeit fiir irrtiimliche Ablehnung steigt !

4.6. M Fische, M; = 1000 markiert, M, = M — M; nicht markiert
n = 150 gefangen, k = 10 markiert, n — k = 140 nicht markiert

Ay = {k Fische markiert }
() ()
P(4,) = ~* (Mg_k
Z#hler und Nenner sind Polynome k-ten Grades in M !!
= Binomialapproximation

— Imax
M

M
<Z)pk(1—p)”_k — max mitp:ﬁ1
< f(p) :zln(Z)+k:lnp—|—(n—k)ln(1—p) —  max
)
k' n—k
aus 0 = f'(p*) = — — folgt k(1 —p*) =p*(n — k
(P") el gt k( ) =p"(n—k)
= ok _ M
b S n M
My M, 150

= M" = —-n:1000-1—0:15000

Pk
4.7. e Binomialverteilung B(n,0.5) dYopk=1
e Binomialverteilung B(n, 0.5) E¢ =np =
e Hypergeometrische Vert. M = 2n, My = My =n k=1

[\ f=1
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5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

5.1. A; = { i-te Kugel ist schwarz } i=1,2

1. Kugel 2. Kugel
5/9 schwarz
h Az
6/10 schwarz s
A1 weiss
A,
6/9 schwarz
410 T A,
weiss
Ay 3/9 .
weiss
A,

() P(As) = P(As|A)) - P(A) + P(A[A) - P(A) =3 - 55+ § (5= 15

(=P(A;) gilt fiir beliebige Konstellationen vgl. Vorlesung )

(b) P(A1NAy) = P(Ay|A)) - P(A) = 35 = 3

(2
klassisch:  P(A4; N As) =

5.2. A; = { Buch im i-ten Regal }, P(4;) =%k, i=1,...,8

p = P(A U UAy)
1—p = P(A U UAg) =P(4A;N---N4A)

Ges.: P(Ag|lA1N---NA;) = 7

Ao T P(AsN B) P(As)
P(Al A N---NA) = _ P g
(As| Ay . 7) P(B) P(A4,U---UA) (da Asg )
_ P(4s) |
1= (P(A) 4+ P(4r)) (Ay,...,As unvereinbar )
Zgj p P

—— = P(Ag|B P(A

= Vorinformation steigert Wkt.

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich



5. Bedingte Wahrscheinlichkeit 15

5.3.

BCcA: PB|A)=p<1

’* -

>|

= P(B|A)+P(B|A) =p< 1 P(B|A)+P(BlA) =1+p>1
(aber stets gilt: P(B|A) +P(BJA) = 1)
—_— =

P l-p
—_ 5 6 11
oder A; undA, aus Aufgabe 1: P(A3|A;) + P(As]A;) = 5 + 5= 10 # 1
— = 5 3 8
P(Ay[A;) + P(A2|A) = o+ -o=-#1
9 9 9
54. A= {im Auto}
A = {in der Wohnung}
B = {Lebensdauer > 500h}
Geg: P(A) =03 = P(A)=1-P(A)=07
P(B|A) =0.75  P(BJA) =0.95
Ges.. P(B) =7
Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit mit D = {A, A} =
P(B) = P(B|A)-P(A) +P(B|A)-P(4)
= 0.75-0.340.95-0.7 = 0.89
5.5. K = {Patient HIV-infiziert} 7T = {HIV-Test positiv} 0.95
Geg.: Sensitivitit: P(T|K) =095  0.001 K T
_ 0.0
Spezivitat: P(T|K) =0.98
Prévalenz: P(K) = 0.001 B 0.0 B
0999 K T

Ges.: P(K|T) 0.98



5. Bedingte Wahrscheinlichkeit 16

P(R|T) — P(KNT) _ P(T|K) - P(K)
0.02 - 0.999
- = 0.954 h
0.95 0,001 £ 0020999 — 09546 (recht grof})

zum Vergleich: P(K|T) = 0.0454

P(K|T) = 0.000051

Test als Sieb: aus 0.1% werden 4.5%
Verbesserung “positiv getestete “ werden noch einmal gepriift

5.6. A = {Peter sagt Wahrheit}
B = {Paul sagt, Peter hat recht }
B = {Paul sagt, Peter liigt}

1/3
/73 A B Geg.: P(A) = % P(A4) = %
213 P(BlA)=1 P(B|A) =3
2/3
B B P(BA)=% PBA) =1
213 A U3 B
Ges.: P(A|B) =7
1 1
_ P(ANB) P(B|A) - P(4) __ 33 _1
PAIB) = 5B = BBy P(a) + PBIA) - P 3 3+3-3 5

(aus unbedingter Wkt. % wird bedingte Wkt. % durch eingehende Zusatzinformation)

5.7. 1 A; = {Auto hinter Tiiri}  i=1,2,3
B; = {Moderator offnet Tiir i} i=1,2,3

Geg.: zu Beginn: P(A)) = %
Tiir 2 gedfinet: Bs eingetreten (Vorinformation)

!Losung iiberarbeiten, vgl. auch Eréffnungsvortrag Lehrerfortbildung

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich
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Ges.: P(A1|B3) ? P(A2|B3)

P(4;) = P(Ay) = P(43) = %
P(By3|A1)) =5, P(BsA2)) =1, P(Bs]4;)) =0,
Satz von Bayes mit D = {A;, Ay, A3} =

1 1
P(Bs|A41) -P(A4) 33 1
(A1l Bs) P(Bs) ! 3
wegen P(Bg) = P(Bg|A1) . P(Al) + P(B3|A2) . P(AQ) -+ P(B3|A3) . P(Ag)
— 1 14_1 1 + 1 — 1
2 3 3 32

1
P(By|ds) P(Ay) 13 2

1
2
= sollten Tiir 3 wahlen

vgl. auch: Tiir 1 - Wkt. %; Tiir 2+3 - Wkt. %
100 Tiiren, 98 geoftnet
Buch Ziegenproblem

5.8. J; = {i-tes Kind ist ein Junge} i=1,2
M; = {i-tes Kind ist ein Médchen} i=1,2
J = {(irgendein) Kind ist ein Junge}
M = {(irgendein) Kind ist ein Madchen}

Geg P(ljl(]é U/ MlMé) = 0.64 Ges.: P(ngjl) =7
P(J) = 0.51
P(JiM;) =P('M,J})
P(JLT)  PULT) 7 0.33

P(Jy|J1) = — = — — 0.647
(2l-11) P(J,) P(J) 051 Nk 051

NR.: P(J1J2) =7
(betrachten dabei vollstédndiges Ereignissystem Q = {'J;J5," My J5," Jy M5, My MS})

3 9, M, M, E 0.64

I M, M, J, } 0.36

P( Jl) :P(J) =0.51



5. Bedingte Wahrscheinlichkeit

18

/Jljé U’ Ml(]é
P(’Jh]é) + P(/Mljé)
~ P() - P(MLE)
(1= POM, MU Jy L)
2
=0.33

- P(J)—
(1—0.64)

= 0.51 —

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich



6. Unabhéingigkeit 19

6 Unabhangigkeit

6.1. Vor.: P(A) =0 oder P(A) =
Beh.: P(ANB) = P(A) - P )

(i) P(A) =0 : P(ANB)<P(A) (daANBCA) = PANB)=0
= PANB)=0=0-P(B)=P(A)-P(B)
(i) P(A)=1": Additionssatz: P(AN B) =P(A)+ P(B) —P(AU B)

P(AUB)>P(A)=1(da AC AUB))
= PANB)=14+P(B)—-1=1-P(B)=P(A)-P(B)
oder betrachten A mit P(A) =0
(i) = A, B unabhéngig = A, B unabhéngig
6.2. Vor.. P(ANA) =P(A)-P(A) = (P(A))?

Beh.: P(A) = { !

fiir > 0 gilt © = 2% nur fir = 0,1

P(A)=P(ANA) = (P(A)?> = Beh.

z=P(A)

(vgl. auch Aufgabe 6.1 mit B = A)

6.3. Vor: Ay, ..., A, unabhingig

zu zeigen: P <UA> —1—HP

i=1

P(QAi> :1—P<£J1Ai> :1—P<ﬁE> zl—ﬁP(E)
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6.4. A, B unabhingig <= P(ANB)=P(A) - P(B)

&

A = (ANB)U(ANB)
P(A) = P(ANB)+P(ANB)-0
N(ANnB) N(ANB)
N(Q) N(Q)

B = (ANnB)U(ANB)
P(B) = P(ANB)+P(ANB)—-0
N(ANB) N(ANB)
N(©) N(Q)

as aq as + ap
= —+ —

4 4 - 4
dow da Y
i=1 i=1 i=1

N(AQB) aq

P(ANnB) = N 4
a;
i=1
es muf gelten: P(AnB) = P(A)-P(B)
ai . a2+a1‘a3—|—a1
4 4 4
doa Da Y
i=1 i=1 i=1
< al(al + as + asz + CL4) = (CLQ + CL1>(CL3 + al)
<= |a1a4 = aqas ‘
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6.5. Q = {(z1,22,23), mie{w, z}, 1 =1,2,3}, N(Q)=8

=20

={(w,w,w), (z,w,w), (w, z,2),(2,2,2)} = P(A)

Il
DNo|—

I

B = {(w,w,w), (w, z,w), (z,w, 2),(2,2,2)} = P(B)

C ={(w,w,w), (w,w,2),(z,z,w),(2,2,2)} =P(C)=

ANB=ANC=BnNnC={(w,w,w),(z,2,2)} =ANBNC

1 11

esgilt: P(ANB) = P(ANC)=P(BNC) = 1755
1

P(ANnBNC) = 1 #P(A)-P(B)-P(C) = nicht vollstindig unabhéngig

= paarweise unabhéngig

6.6. D; = {Druckmeffiihler ¢ ausgefallen} P(D;) =0.1, i=1,2,3
T; = {Temperaturmeffiihler j ausgefallen} P(7;)=0.3, j=1,2,3
A = {beide Messungen moglich}

Ges.: P(A) — max bzw. P(4) — min

(a)

)

(TyNT,NT3) U Dy
= 03+0.1-0.3%-0.1=0.1243

G ey

A = (iNTy)U(DyNDy) = (T NTy) N (DN Dy)
P(A) = ...=0.0991

beste Variante
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()

—®

A = TyU (DN DyN D3)
P(A) = ...=0.3007

6.7. Geg.:
A; = {A trifft im (2i — 1)-ten Versuch} i=1,2,...
B; = {B trifft im (2i)-ten Versuch} i=1,2,...
P(4;) = P(B)) = 3
L4 = {A iiberlebt}
Lp = {B iiberlebt}

Ay, By, As, By, ... unabhéngig in der Gesamtheit

Ly = A UANB)NA U ANB)N(ANBy)NA;---

1 1\? 1\° L
P(Ly) = stHls) tlg) (Unabhéngigkeit)
- (1 ‘ 11 2
2 ; 4 2 1-; 3
Lp = La
1
P(Lp) = 1-P(La) =

2.Weg:
nach erstem Schuf von A (daneben) ist B in der gleichen Situation wie A vor erstem

Schuf3. Er kommt hierhin nur mit Wahrscheinlichkeit %

= P(Lp)=3-P(Ls) und P(Ls) +P(Lg)=1

= P(Lp) =3, P(Li)=3

Wi D=

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich



6. Unabhéingigkeit 23

6.8. Geg.: P(A)=P(B)=P(C)=PD)=PE)=p=1—¢q
E = {Relais geofinet}
E = {Relais E geschlossen}

[ e
0—0] ® % @

E={ Relais E geoeffnet} {Relais geschlossen}

®

a) F' = {Signal erreicht Ausgang}

zerlegen F": F = (FNE)U(FNE)

P(FNE)+P(FNE)
P(F|E)-P(E)+P(F|E) - P(E)

(2¢° —q") - (1—q) + (24— ¢*)*-q
Nebenrechnung;:

(i)

P(F|E) = P((ANB)U(CND)) = P(ANB)+P(CND)—P(ANB)-P(CND) = 2¢*—¢*
(i)

P(F|E) = P(AUC)N(BUD)) = P(AUC)-P(BUD) = (q+q—¢*)* = (24— ¢*)?

~ PW|E)-P(E) (2¢° —¢*) - (1 —¢q)
PEIF) = P(F) 2@ —qY)-(1—q)+ (20— ¢*)?q
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7 Diskrete Zufallsgréfien

7.1. £ — Anzahl der Fahrten bis zur 1. Kontrolle

Ay, = {Kontrolle bei k-ter Fahrt}
P(A;) = p = 0.05

{e=k)
P(¢ = k)

E¢

D¢

E&?

= D¢

Ay, unabhéngig (77 diskutieren)

AN---NA_ NA,
(1-

k-1

p)ftp =¢"p, k=12, ¢=1-p
(geometrische Verteilung)
o0 o0 o0 d
— k—1 _ k
Y kPE=k =) kg ‘p—pz<d—qq)
k=1 k=1 k=1
d < d( 1 ) 1 P
pr—=) ¢ =p T |\—=1) =0p = =
dq; g \1-g (1-q?  p?
E¢* — (E€)”
Yo p = p Y ¢ (k(k—1)+ k)
k=1 k=1
p-|g-Y k(k=1)-¢"7+) k q’“]
L k=1 k=1
D _q ?;q +d—q;CI]
[ 2 1 21—p) 1
Py = + -
(1-4q)? (1—q)2] P p
2(1 — 1 /1)’ 1—
e’ — (E) — ( zp)+__<_) _ 2p)
p p \p p
Fiir p = 0.05 ergibt sich E€ = 20 und D¢ = 132 = 380.
7.2. (a) &p- geometrisch verteilt, P(ép = k) = (1 — p)*~Ip k:zl,Q,...,pz%

:?:EgB =

= =10 ( entspricht max &4 !!')
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Eaed{l,...,10} Cy = {finden Schliissel beim k-ten Versuch}

P(éa=1) = P(C) =

P(ci=2) = P(GNC) = PG[Ty)-P(T) = =~ —
P(1=3) = P(CiNC;NC3) = P(C5|C1NCy) - P(CrNCo)

= P(G5|CinGy) - P(C[Cy) - P(Ch)
9 1

10 10

oo =
NeliNe)

Pa=k) = P(CiN...Cr_1NCy)

- P(C’Haﬂ e Ck_1> . P(Ck_1|0k_2 n... Cl) """ P(?ﬂa) . P(Cl)

B 1 10 — (k —1) 8 9 1
10— (k—1) 10— (k—2) 9 10 10
1
:>P(€A=k):1—0 E=1,...,10
— E¢y =55

P
o O O O O O O O O O 0§
0 )
m
5 0 oo g O 0O %,
1234567891/[011 k

M2, Meg

_ _1

(b) B = {betrunken}, P(B)=3

A = {8 erfolglose Versuche} = {¢ > 8}
P(A|B)=P(¢p >8),  P(A|B) =P(¢s > 8)

Ges.: P(B|A)
 P(ANB) P(A|B) - P(B)
P = B4y = B(AIB) - P(B)+ PAB) - P(D)
_ P(Es>8) -5 — 05184

P(€B>8)%—|—P(§A>8)% R
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Nebenrechnung: P({4 >8) = P4 =9)+P(4=10) = 1—20 =0.2
P(ép>8) = Y P(ép=k = > (1-p)*p
k=9 =

k=9

SO SR

9 8
= (1-p)?® = (E) = 0.4305

7.3. € - Anzahl der Wiirfe bis erstmalig Zahl, € € {1,2,...}

geometrisch verteilt:

P<f=k>:<1—p>k—1-p=(§>k1-%:@’“ b=12,...

n- Gewinn: n=2% ne{21,22 .. .}

(a) Spiel gerecht: Einsatz = En
0 1 k
En=E2' = 2’“-(—) =) 1=
) T

A gerechtes Spiel, stets Verlust der Bank, wenn Finsatz < co
(b) B§=4 =2, dap=s
Beachte: co = En = E2¢ £ B¢ — 92 — 4

(c) Definieren ¢

1 k
¢ £<9 (5> =9
¢ = {10 i>9 T PE=H =\ 1)’
— = | = kE>9
>(3) = ()
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7.4. Geg.: in 1h im Mittel 240 Autos
Ges.: P({ mehr als 3 Autos in 15 Sekunden }) =?

& - Anzahl der Autos in Zeit ¢ - poissonverteilt

firt =15sec P& >3) = 1-[P&=0)+P&=1)+P(&=2)+P(& =3)]
= 1- 2’9 e

!

3
k=0

PR U SR S B
= —€e - —Q—E—Fﬂ—'—i—'—g

= 1-0.9810 = 0.01899

NR zur Bestimmung von \: A\ = A, t=1h = 3600sec
240 1

3600 sec - 15 sec

M= E& =240 = X =

flirt =15secist A = Mt =1

7.5.
Plnin > 2) = P{& > 2} n{& > 2} n---n{& > 2}) = [[P{& > =)
i=1
( da unabhéngig)
P(&max < 7) analog
7.6. Skizze

Fely) = P <y) = PE<y) —PE<—Vy) +PE=—V)
= Fe(+vy) — Fe(—VY) + Pe(—/Y)

7.7. (1) £ =a=const. = zu zeigen:
P(SSIthZEQ)ZP(gSCCl)P(gSZEQ) \V/J]l,IQER
hier: P((=a)=1

= P <1,{<2) = X(—00,21] (a) - X (—00,22] (a)
= P <) P <)
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(ii) £ und £ unabhéngig =  zu zeigen: £ = const.
S 2,5 folgt: E(£-n)=E(-En | wenn £, n unabhingig
also gilt:  E&? = (E£)?
und: DE=EE — (E)?*=0 = ¢ =const. (P — fast sicher)
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8 Absolut stetige Zufallsgrofien

8.1. ¢ - Lebensdauer
Gammaverteilung:

moz—le—ac/ﬁ T _%
)=~ =53¢ ", >0 hier speziell a = 2

e Dabeiist [I'(z)= [t*"te7dt;
0
(dann gilt T'(z+ 1) = 2['(x) und speziell T(n+1)=mn! fiirneN)

e Spezialfall @« = n ganzzahlig = Erlangverteilung mit Parametern n und
(vgl. Aufgabe 8.3)

A
fe(z)

T =
M¢ t

(a) Geg.: E&=100 Ges.:

Bestimmen zunéchst E£ aus der Def. der Verteilung;:

oo oo 1 o0
E¢ = x fe(x)dx = x%e‘x/ﬁdaj:—Q z? e P dy
[ratme [t ]
- %/(ﬁt)%‘tﬁdt (mitt:%;»dxzﬁdt)

0
= ﬁ/thtdt:ﬁF(3)252!=25
0

Dh.100=E£=23 = 3=50

(Eine weitere Moglichkeit wire, den Erwartungswert der Gammaverteilung aus Ta-
bellen o. &. zu erhalten: E§ = o =25 (da hier a = 2).)
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(b) Benotigen zunéchst Verteilungsfunktion F¢(x):

Fi(z) = P(€<a)= / Fo(t) dt = / %et/ﬁdt
0 0

1 /5 |® _t/8 (Partielle Integration mit
-7 —[fte }0—/(—ﬁ)e dt u =t und v’ = e /7
0

1 z
— | —qpe B _get/B
= 3 [ Te Be H

1
= 5 [~ e 2/f_p3 (e*m/ﬁ —1)]
= 1—(1—{—%) e /8

Berechnen jetzt die gesuchten Wahrscheinlichkeiten:
e P({Pumpe funktioniert hochstens 100 h}) = P(£ < 100) = F(100)
= 1= (14 400) 10050 — 1 — 302 — 05040

e P({Pumpe funkioniert hochstens (noch) 100 h, nachdem sie bereits 100 h lief})
— P(¢ <200 | € > 100)
S—_— N

A B
_ % (Def. der bedingten WK)
~ P(100 < € < 200)
=~ 7 P(€ > 100)
 F¢(200) — F¢(100 —0)  (Dabei ist F¢(100—0) = F¢(100), da
1 —F¢(100 —0) F¢ stetig ist.)
(14 2e?—(1+4)e
_ s = 0.7744

e P({Pumpe funkioniert hochstens (noch) 100 h, nachdem sie bereits 200 h lief})
— P(£ <300 € > 200)

(1+4)e* — (1+6)e®
(1+4)e

e}

.810

[

=

Vermutung: P(§ < x4 100| ¢ > x) ist monoton wachsend. Je &lter die Pumpe,
so wahrscheinlicher der Ausfall.

Frage: Gilt das auch fiir die Exponentialverteilung?

(c) Exponentialverteilung:

fe(x) = %em/ﬁ, x>0
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(Das entspricht einer Gammaverteilung mit den Parametern o = 1 und (3 bzw. einer
Erlangverteilung mit den Parametern n = 1 und (3.)

e B¢ —af = 3, wenn 100 = B¢ = 4= 100

e Verteilungsfunktion: Fi(z) = [ fe(t) dt = %fe_t/ﬁ dt =1—e /8, x>0
0 0

o P(¢ < 100) = F¢(100) = 1 — ™! = 0.6321

P(£<200]€>100) =--- = Fg(200) — F¢(100) 7! — o2

=1-—e!1=0.6321

1—Fe(100) et
_ —2 -3
P(£<300|€>200)=---= Ff(i’o_o)&é%é?oo) = £ ejf =1—e!'=0.6321

Pumpe scheint nicht zu altern.
Genauer: Man kann zeigen: P(§ <yl >x) = P <y —x), y > x.
Typische Eigenschaft der Exponentialverteilung (= Gedéchtnislosigkeit).

8.2. Sei & die Anzahl beantragter Landegenehmigungen in der Zeit ¢.
& ist Poisson-verteilt mit Parameter A, d. h.

k
o P&=k)= %!—ef)‘
o E§ =DE& = A
Firt =1h =60 min gilt E§ = 20.

Sei A die Intensitat (d. h. A = At).
Dann gilt fiir t =60 min : A =X-60 min =E{ =20= A= % [min "]

(a) t=1min : A= X\ = s[min='] - 1[min] = 3

P(§&>2) = 1-[P(&=0)+ P& =1)]

S~
{Stau}
L [(1/3)06_1/3 N (1/3)16_1/3]
0! 1!
1
= 1—e¥3(14=
= (1+5)
- 0046

(b) Sei n die Zeit zwischen 2 Beantragungen einer Landeerlaubnis.
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Verteilung von 7:
F,(t) = P(n <t) = P({néchstes Ereignis in (0,t]})
= P({mindestens ein Ereignis in (0,%]})

= P(ftZ1>:1_P(§t=0)=1—@e_Xt

= 1—eM, t>0

(Verteilungsfunktion einer Exponentialverteilung)

Pl e 4,6) = F6) = F(4) = (1-e0) = (1-e)
e P —e? = 0.1283

Bemerkung: Der gesuchte Wert 148t sich auch als P(&4 min = 0) - P(&omin > 1)
bestimmen.

8.3. e Ohne Verwendung des Hinweises:

|- F(z) = P(£>x):/f(t)dt

1 ., " n—1
[ E)

x
o0

1 ) !
= ——— [ e %" ds (mit s = —, dt = (ds)
(n—1)! / p
11 (a)
Betrachten [,,(z) = % [ e %s™ds, partielle Integration mit v’ =e™*, v = s™
s
L(z) = —|—e °s"| ptnfe *s" " ds
n: *
z/B
L s "
= ﬁ e B + [n,1(1’>

- k
= e (5) +ae
k=1
_ Xn: 1 s (E)k
prt k! 15}
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|—

Denn: Iy(x) =

S

T s 0 g maf_ 1 a ’
!I{Be sVds =e /ﬂ—me /ﬂ(%)

= Behauptung durch Einsetzen von I,,_;(z) in obige Formel.
e Mit Verwendung des Hinweises:

Wir betrachten

¢ ~ Erlang(n, 3)
k
Nz ~ Poisson (%) ,also P(n, =k) = %e—x/ﬁ (%)

v, ~ Exponential((3), also f,, () = %e_z/ﬁ, x>0

n. beschreibt die Zahl der Ausfille im Intervall (0, z].

Die vy, seien i.i.d., sie beschreiben jeweils die Zeit bis zum ersten Ausfall, sind also
Lebensdauern.

(Zusammenhang zwischen Poisson- und Exponentialverteilung vgl. Aufgabe 8.2b.)

Es gilt £ = > vy, Summe von n zufilligen Lebensdauern. (Ein Ausfall
k=1 fiihrt zum sofortigen Ersetzen.) Die Anzahl der Ausfille
ist Poissonverteilt.

1—Fe(x) = P(>n)

= P (Z v > x)

k=1
= P({im Intervall (0, z] hochstens (n — 1) Ausfélle})
= P(n.<n-1)

= S Pl =)
k=0

n—1 k
- l' o/B (f)
p k! I}

8.4. Bemerkung: Die Flughohe als Funktion der Zeit ist ein zufélliger Prozef &;:
(2.@) = (BT BRT))

Betrachten hier nur die Flughohe zu einer festen (gegebenen) Zeit.

Geg.: £ — Flughohe

&~ N (m,o?) mit m = 4350 [m], 0% = 400 [m?]
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(a)

P(& € [4300,4400]) = F(4400) — F'(4300)
(Tabelliert ist lediglich die standardisierte
Normalverteilung ®(x))

E—m 4300 — 4350 4400 — 4350
= P n= [ ,
o 20 20

— P(ne|-2525)

= $(2.5) — ®(—2.5)

= $(25)— (1 —d(2.5))

= 28(25)—1

= 2.099379—1  (Tabelle)
= (.98758

Analog kann man die Wahrscheinlichkeit fiir das Unterfliegen des Hohenkorridors
berechnen: P(§ < 4300) = 0.00621. Wir fordern in Aufgabe 8.4b, daf diese Wahr-
scheinlichkeit kleiner als 0.005 ist.

= Mittelwert 4350 m muf} vergréfert werden.

0.005 = P(¢ < 4300)

20
4300 — m
—q)(T)—‘D(Z)

Suchen also z so, dal ®(z) = 0.005.

z ist negativ, da m > 4300.

Bestimmen also —z aus &(—z) =1 — &(2) = 0.995

Aus der Tabelle der standardisierten Normalverteilung lesen wir —z = 2.576 ab.
(D. h. —z ist 0.5%-Quantil der standardisierten Normalverteilung.)

Losung:

4 — _
= P (n < M) mit n = 5270771 (Standardisierung)

m = 4300 + 2.576 - 20 = 4351.52

8.5. Geg.: £ — Abfiillmenge

(a)

&~ N (m,o?) mit m = 500 [ml], 0 = 4 [ml*]

497 — 500

P(§<497):P(77< 5

) = ®(—1.5) = 0.06681

(Mit der Standardisierung n = S _2500, n~N(0,1))
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Bei 20 Flaschen sind das im Mittel 20 - 0.06681 = 1.3362 Flaschen.
(Das Ergebnis sollte nicht auf 1 gerundet werden, da Mittelwerte nicht angenommen
werden miissen, im Einzelfall konnen es 0,1, 2, ... Flaschen sein.)

(b) Fordern:

0.01 > P(€>504) =1 — @ (MT_m) = 1-B(z)

= &(2) > 0.99
= z > 2.326 (Tabelle der standardisierten Normalverteilung)
=m <504 —2-2.326 = 499.348
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8.6. Geg.: £ — Widerstand

(a)
&~ N (p,07) mit u = 990 [Q], o = 400 [?]

950 — 990 1050 — 99
P(950 < £ < 1050) = P(T9<n<¥>

= ®(3) — &(—2) = 0.9759

(Mit der Standardisierung n = S _2390, n~N(0,1))
= P({Ausschui}) = 0.0241

E~ N (p,0®)  mit p=1000 [, o = 400 [Q?]

950 — 1000 1050 — 1000

= $(2.5) — ®(—2.5) = 0.9876

(Mit der Standardisierung n = 5_2%, n~N(0,1))
= P({Ausschufi}) = 0.0124

Es wird also ungeféihr eine Halbierung des Ausschuflanteiles erreicht.

(c)
&~ N (p,07) mit p = 1000 [©],

Fordern:

0.9 < P(990 < ¢ < 1010) = P( n <
g g

o) ()
oo (2)
- a(2) 2005

10
= — > 1.645
o

990 — 1000 - 1010 — 1000>

= 0 < 6.08 Q)
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9 Zufallsvektoren, Korrelation

9.1. Seien
¢ — Lebensdauer von B;
1n — Lebensdauer von Bj.

¢ und 7 sind unabhéngig, exponentialverteilt mit den Erwartungswerten E£ = 10000 und
En = 20000.
Also gilt fiir die Verteilungs- und Dichtefunktionen von £ und #:

Fe(z)=1—e" fe(z) = Ne ™ (x > 0), E¢ =

Fyz) =1—e"" fol@) = pe™ (z > 0), En =
Wegen der Unabhéngigkeit gilt fiir die gemeinsame Verteilungsfunktion:

Fep(r,y) = P <z,n<y)= P <x)P(n<y)=F(r)F,(y)
und fiir die Dichtefunktion:

fén(%Z/) = f{(x)fn@/)
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(& > 7).

P >n) = // fsnxydxdy—/ /fgnfrydy dx

{(zy): 2>y}
= / /)\e pe Mdy| de = /)\e_/\:D /,ue_“y dy | dx
o Lo 0 0

= /)\e’\x [—e’“ym dx
0

e (1 - e_‘“”) dx

o0

e M dy — /)\e_(’\+“
0
A
+

/
7

Az —()\—l—u

o+
A P

1
T A+p A+p 3

2

2Skizze des Integrationsgebietes
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9.2. (a) 51 ~ N(O, 1), 52 = 512 —1

Dichte von &; und &, skizzieren

E& = 0
E, = E—1=0  wegen E¢=DE + (E¢)” =Dé =1

cov(é, &) = E((& - E&) (&2 — ES))
= E(& (& - 1)
= E&' - Eg
=0 (da & symmetrisch verteilt ist)

= & und & sind unkorreliert.

Aber: & und &, sind (funktional) abhéngig.
Es gilt z. Bsp.

P& >1IN{&E>1)) = PG >vV2)=1-3(V2)
P& >1)P(&>1) = P& >1D)P(&] > V?2)
= P(&>1)-2P(& > V?2)
= 2(1-2(1))(1 - (V2))
= P& >1)P(>1) # P& >1n{& > 1))

(b) & =sinn, & = cosn, n ~ U(0,27) (gleichméBige Verteilung auf (0, 27))

Verlauf von sinz und cosz in (0, 27) skizzieren

fuy) = { % fiir y € (0,2m)

sonst

2

) 1
B¢y = [ (sing) 5 dy =0
0

2

1
E& = /(cosy)gdy: 0
0
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cov(ér,§) = E&HE — ELHES
= E&i&
= Esinncosn
1
= EE sin 2n
27
1 1
= 3 /(sin 2y) - dy
0
=0
= & und & sind unkorreliert.

Aber: & und & sind funktional abhingig, denn £2 + &7 = 1, bzw.
1

P61 > .6 z&ﬂzzmmm>¢_ww v» P(=")=0
P(&z%)-P(&z%) = %é;&ou

l . 2 2
(c) f£1§2(3317172) = { (7)T fir z7 + 23 <1 dh g
sonst ‘!, =

1—1712
kﬁﬂz/kd%@ﬂ@z / Ly =2T—22 |22 <1
R

—/1—x

= E{l = JTlf& ([L’l) dZL’1 =0

m— T

da f¢ (1) eine gerade Funktion ist.
Véllig analog folgt fe,(z2) = 21/1 — 23, |22 < 1.
=E{H =0

cov(ér, &) = E&&
= // 1122 fe e, (1, 42) dvrdiy

= // 1T dl’ldfﬂg
T

1"12+:r22§1

= 0
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= &1 und & sind unkorreliert.
Aber: & und & sind nicht unabhiingig, denn fiir 27 + z3 < 1 gilt:

faeo(rna) = = # /(1= a)(1 —23) = o (1) o 2

Bemerkung:
Bei einer Gleichverteilung auf dem Einheitsquadrat wiirde neben der Unkorreliertheit
auch die Unabhéngigkeit folgen:

fae(T1,02) =1=1-1= fe (1) fe,(2)

9.3. Es gilt:
E(§ - E§)(n— En)

Riickrichtung “<”: P(n=a{+b)=1=|p|=1

n = a€ + b fast sicher =

En = E(a€+0b)=adE{+b
n—En = (a§+0b) - (aE{ +b) = a(§ — EE)
Dn = D(af+b) =a’D¢

VD¢ a? D¢
aE(¢ — E¢)?
a/D¢
aD¢§
aD&

Hinrichtung “=": |p|=1= P(n=al+0b) =1

Sei & = B¢ nd n=1= B Dann gilt: p = E&h.

VD¢ v/Diy

Betrachten:

0<EE+7)?=EC+EP+2Ef=1+1+2

(weil EC =E (w) — D¢ 1 na analog En? = 1)

Fiir p = F1 ist also E(E £ 7)? = 2+ 2p = 0, damit ist auch D(£ £7) = 0 und somit
existiert schlieflich eine Konstante ¢ mit P({ £ =¢) = 1.
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Das bedeutet:

§—E£in—E77:c)
VD¢ /Dy

D D
— Pln=7 D—2§+Eni<c\/D7;+ D—ZE§>

N—— N ~ /
a b

= P(m=al+b)

9.4. 51,52 ~ N(O, 1), unabhéngig, m = 51 + 62, 2 = 51 — 52
Damit folgt

En = EG+EH=0
En, = E§G-EH =0
Dy = D& +DE =2 (vgl. Unabhéngigkeit)
Dn, = D&+ D& =2
m,n2 ~ N(0,2) (vgl. Summe unabh. normalverteilter ZG)

cov(ni,n2) = E(p —En)(n — En) = Emne = E(§ +§2) (6 — &)
= B¢ -¢)=1-1=0

= 1, und 7, sind unkorreliert.

(b) Da die ZG n; und 7, normalverteilt sind, ist Unkorreliertheit hier gleichbedeutend
mit Unabhéngigkeit.
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10 Bedingte Erwartung

10.1. Sei &; die Augenzahl des i-ten Wiirfels (i = 1,2),
sei ) die Augensumme, d. h. n =& + & (= n € {2,...,12}).
E(&1|n) ist dann eine Zufallsgrofie mit Werten E(&jn =k) k=2,...,12.
6
Dabei ist E(&1|n = k) = > iP(& =i|lnp = k) eine Zahl (,iiblicher“Erwartungswert).

1=
Fiir die einzelnen Teilaufgaben existieren natiirlich unterschiedliche Lésungswege, die ein-

zelnen Anstriche kennzeichnen im folgenden alternative Losungsmoglichkeiten.

(a) e Augensumme 9 kann nur bei folgenden gewiirfelten Paaren auftreten:
(37 6)7 (47 5)7 (57 4)7 (67 3)

Unter der Bedingung, dafl die Augensumme 9 betréigt, ist es daher unmoglich,
daf} der erste Wiirfel die Augenzahl 1 oder 2 zeigt, die Augenzahlen 3 bis 6 sind

dagegen gleichwahrscheinlich. Wir erhalten also:

b _— 0 i=1,2
(51—Z|77— >_ % i:3,4,576

Ple=ili=9) = Tt

P& =i,6=9-1)
P& +&=9)

P =i)P(&=9—1) (da & und & unabh.

P& +&=9) sind)
0 i=1,2
1 (Vgl. klassische
= 6 Methode zur

1
T 1% 9y Berechnung von WK)
36

E(&ln=9) = Zz’P(élzz‘m:%

1 1 1 1
042043 744 45467

1
)
2
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e E(&|n = 9) ist (konstanter) Wert der Zufallsgrofie E(&;|n) auf dem Atom Dy
der von 7 erzeugten Zerlegung D,,.
Dy = {(37 6)7 (47 5)a (5a 4)a (6a 3)}
Es gilt:

[ Bl ar =BGy =9 P(D) (@ Bl& ) aut Dy den ko
Do stanten Wert E(&|n = 9)
annimmt)

und andererseits . )
dP = 4 = =
l/& (3+ +5+6)36 5

Dy

Wegen der Definition des bedingten Erwartungswertes ist aber
[E@mar= [aap
Dg DQ

Wegen P(Dy) = % = § ist schlielich

Nelo

E(&in=19) =

O~
e ©

(c) E(&|n) ist ZufallsgroBe mit Werten E(&|n = k).
Wie in Teilaufgabe 10.1b erhélt man fiir £ = 2, ..., 12 leicht:

B(ed = K) = &

Gesucht werden jetzt also die Wahrscheinlichkeiten P (E(£1|77) = E).
Man zeigt, daBl gilt:

P (Bl = § ) = P=1 ()

Die Verteilung von 7 148t sich leicht iiber die klassische Methode bestimmen (Drei-
eckverteilung). Damit gilt dann:
k) 6|7k

k=2,...,12

P (Bl -5 ) ==

Bemerkung:
Die Beziehung (*) kann man z. B. iiber die klassische Methode erhalten oder iiber
folgende Uberlegung;:
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Betrachten

2E(&|n) = E(&In) +E(&n)

(d) e Es gilt:

e Es gilt:

10.2. Beispiel 1

EE(&i[n) = E¢ = 5

E

E&ln) =Y E@lh=kPh=Fk=>Y_

= E(&|n) + E(&]n) da & und & identisch ver-
teilt sind)

= E(& +&ln)
= E@n) =7
= E(aln) =
= P (Bl = § ) = P =0

7 (einfache Eigenschaft des bedingten Er-
wartungswertes)

12 12

k6—[7—k 7

P P 2 36 2

Sei n die beim Wurf eines Wiirfels erzielte Augenzahl, d. h.

Sei

mit

§=1n

1
=-1)=P(r=1)= 5 o7 und 7 seien unabhéngig.

= ¢ e {+l,£2,...,16}.
Dann gilt fir j = +1,+2,...,16:

Dann gilt:

P(rn = j)

P(n = [j], 7 = sgn(j))

P(n=7)P(1T =sgn(j)) (da 7 und 7 unabhéngig sind)
1

11
6 2 12
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e ¢ und 7 sind abhéngig, denn

E(¢n) = E(mn)

= nE(7|n) (Eigenschaft des bedingten Erwartungswertes,
n ist D,-mefBbar)

= nEr (7 und 7 sind unabhéngig)
= 70
=0
und
E£ = Em
= ErEn (da 7, n unabhingig)
= 0-En
=0
Beispiel 2
77/\
1

Sei D wie folgt gegeben:

D

I >
| | !
10 1§
Sei (€,n) ein im Dreieck D gleichverteilter Zufallsvektor, d. h.

1
fen(T,y) = { Inhalt(D)

0 sonst

=1 firx,ye D

Es gilt:
e ¢ und 7 sind abhéngig, so wird z. B. fir grofie [{] < 1 der Wertebereich von 7 :
(0,1 — |£]] klein.
Fir z,y € D gilt fe,(x,y) # fe(x)f,(y), denn:

fen(z,y) =1 aber
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foly) = /1dw=2<1—y>

—(1-y)

o Es gilt E(¢|n) = E&:
E({|n) =0, denn E({|n = y) = 0 Vy (Symmetrie).
1 1

E¢ = [zfe(x)de = [(1—|z|)zdx =0, da (1 — |z|)x eine ungerade Funktion ist.

-1 -1

10.3. vgl. auch Losung zu Aufgabe 9.4
E(m[&) = E(& + &|0) = E(G|Q¢ ) + E(&[,)

E(&|Q) =& da & mefbar bzl. Q, ist.

E(&|Ge, ) = E& da & und & unabhéngig sind.

E(m|&) =6 +ESH =6
Analog folgt:
E(n2/&) = E(§ — 52‘(361) = E(§1|&£1) - E(§2|&£1) =&

E(n;]&1) und E(1n2]&;) sind also genau dann unabhéngig, wenn &; und & unabhéngig sind.
Das ist jedoch nur der Fall, wenn &; = const.

10.4. Geg.: 51, R 7£n lld, Egl = E£1 < 00, Sn = Z gz
i=1

Beh.: E(£]S,) = 2

mn
Interpretation:
Nach dem Gesetz der grofien Zahlen (wird spéter behandelt) gilt fiir n — oo : % — E&;.
17 . STL ~
bzw. fiirn <oo: =t ~ E&
Exakt: E (%) = E&
oder % = E(&[5:)
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10.5.

Beweis der Behauptung:

Sp = D &
=1

S, = E(S,|Sn) (Eigenschaft des bedingten Erwartungswertes)

(5l

= ZE({AS,J

= n-E(&]|S,) (Da &, ..., &, identisch verteilt sind.)
Sn
Bemerkung:
Auf die Voraussetzung der Unabhéngigkeit von &1, ..., &, kann verzichtet werden.

Geg.: &,...,&, 1.id.
T von &1, ..., &, unabhéngig, 7 € {1,...,n}

Sy = Y. & (zufillig gestoppte Summe,  Bedeutung in sequentieller Statistik)

k=1

Beh.: E(S;|7) = TE&

ES, — ErE¢,
Beweis:

: T u : 1 7>k
Schreiben S, = >~ & als S; = Y- &l fropy mit Lispy =

k=1 k=1 - - O T < k

Dann gilt:

)

= ZE(@I{TZMT) (Eigenschaft des bedingten Erwartungswer-
k=1 tes)

E(S;|t) = E(ka-’{»k}
k=1

= Z I E(&|T) (Itr>ky ist Dr-meBbar, konstant auf den Ato-
k=1 men von D, =o({r =1},...,{r =n}).)

= Y IenEG (¢ und 7 sind unabhiingig.)
k=1
E(S:|r) = 7-E§ (& identisch verteilt, Y Irspy = 7.)
k=1

Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Fiir den Beweis der zweiten Behauptung werden
zwei Moglichkeiten angegeben:
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ES, = E[E(S,|7)] = E|7 - EG] = ErEg,

ES, = E(ngI{T>k}>
k=1

= Y E(&Ian)

k=1

= Z E$El > (&, und 7 sind unabhéngig.)

k=1

= E§E Z Iir>1y
=1

= EflET

10.6. Skizze:

: [ T
0 r=const. 1

¢ (x,y)eD
0 sonst

fen(@,y) = {

Bestimmung von c:

1
1—//fgn(x,y)da:dy—oi&ﬂ—c
D

¢
I
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(b)

fe(z) = /fsn(%y)dy

2—2x
[ dy=2-2z 0<x<1
0

0 sonst

foy) = / fenlary) de

1-y/2
_ [ dy=1-% 0<y<2

0 sonst
Fe(r) = /fs(t)dt
0 <0
= 20—y =2v—2> 0O0<z<l1
1 r>1

0 y<0
2 Y 2
= 0= 0<y<2
1 y > 2

(c) Sei z € [0,1] und y € [0, 2].

:M: 1_1 2:23 = const xE[O,l—%]
feotely) = L2 { 5= T2y

0 sonst
0o 1-y/2
1 1—y/2
Probe: /fgn(xw)dx: / 1—y/2 dr = 1—y/2 =1
0o 0

_Je (z,y) o %:const y € (0,2 — 2z]
fmg(ylx) B sz(i’f) B { ’ 2IO sonst
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(d) Sei z € [0,1) und y € [0, 2].

[e’s) 1*9/2
1
E(¢n=y) = /xfgm(a:\y)dx— / :r;~1_y/2d:v
—00 0
_ 1 1 ( Q)Q _ 27y
o 1—y/2 2 2/ 4
= m(y) (siehe Skizze)
00 2—2zx
Bl =a) = [ufetle)dy= [ v 55y
—00 0
1 1
= —2-20)*=1—2
2—-2x 2

= m(x) (siehe Skizze)

£n) = — _
NG V/DeDy /DDy
r / 2 2\ 1 1\ 1
E¢ = | afe(x)dx = x(2—2x)dx:2(x——x—> :2(___>:_
_Z O/ 2 3/, 2 3 3
oder auch: ,
B¢ = BE(S)) = [ B(eh = o)f(u)dy =+ = 3
0
[ / y PP\ [ 8 2
Enz/yfn(y)dyz/y(l—§>dy=<5—g> =2-¢=3
0
e ,
oder auch: )
By —BE() = [ E(rl¢ = a)fela)do = = 3
0
E§2—7x2f(x)dx—/lx2(2 2x)dx—2(x3 x4)1_2<1 1)—1
— ; _ _ o (T TN o _f)_1
J / 3 4/, "\8 1) 6
En2=7y2f(y)dy=/2y2<1—y>dy:(y—g—y—4)2 L
S / 2 3 8/, 3 3
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Cper ez L (LY
D¢ = EC — (B¢ = ¢ <3>

Dn =En’ — (En)* =

Eén = 70 7 zy fen(2,y) dz dy

—0o0—00

z? 2x3+x4 1_2 1 2+1
2 3 4/, "\2 3 4
1 1 2

Eén—EEn 533
ple.n) = =2 1-6_33
v/DEDy 2
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11 Funktionen von Zufallsgroflen

11.1. Sei
¢ — Kantenldnge des Wiirfels, &~ U0, al
17 — Volumen des Wiirfels, n=p) =g

Fiir die Verteilungs- und Dichtefunktion von & gilt:

1
_J g z€ 0, a]
Je() { 0 sonst
0 =<0
Fe(r)=4 £ 0<z<a
I z>a

Gesucht sind die Verteilungsdichte f,(y) sowie der Erwartungswert En.
Im folgenden werden jeweils zwei alternative Losungsmoglichkeiten dargestellt.

Fy(y)=P(n<y)=PE <y)=PE< y) = F ()
fy) = F(y) = F{(y/y)
- (@) 3@\/* y € (0,a’]

sonst

n=e&), E=¢ '(n)=hn)=yn

¢ ist streng monoton wachsend auf (0, a].
Fiir y ¢ (0,a%) gilt f,(y) =0

y € (0,a°] : fn(y):fg(h(y))-!h’(yN:é' 331y2 :3a\1/E
En = / yfaly) dy

a3

:/Saf

= /\/Edy

a’
4
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Der Erwartungswert des Wiirfelvolumens betrégt also ein Viertel des maximal ereich-
baren Volumens.

11.2. Wir betrachten n = ¢(§) = Fe(§).
Die Werte von 7 liegen also im Intervall [0, 1].

Fyy) = P <vy)
= PE<o(y) (da ¢ als Verteilungsfunktion monoton ist)

= Fele™'(y)
= F&“(Fg_l(y))
=Yy ye [07 1]
My) = Fy)=1 y €[0,1]

= Gleichverteilung auf [0, 1].

Im folgenden wird ein zweiter Losungsweg angegeben, hier mufl jedoch vorausgesetzt
werden, daf F¢ streng monoton wéchst, d. h. fe(z) >0 V.

Dann gilt fiir y € [0,1] mit z = h(y) = ¢ (y) = F£_1(y)

) = (70 = 55 = e~
und damit
faly) = fe(h(y)) - W' (y)|
- fﬁ(“")'fix)
=1
Bemerkung:

Die in der Aufgabe dargestellte Tatsache findet z. B. bei der Erzeugung von Zufallszahlen
eine Anwendung:
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Gegeben sei ein Generator fiir gleichverteilte Zufallszahlen n ~ U[0,1] (y = Random).
Zu erzeugen sei eine ZufallsgroBe £ mit der Verteilungsfunktion Fg.

Vorgehensweise:

y = Random

x

1.
2. = Fg_l(y)

11.3. Geg.: £,m ~U[0,1] unabhingig.
Ges.: Verteilung von v = ¢ +n und v = 2£.
Offenbar gilt fiir die Verteilung von o: 7 ~ U]0, 2].

Fiir die Bestimmung der Verteilung von v werden wiederum zwei alternative Losungsvor-
schldge angegeben:

F:) = Pr<z)=PE+n<2)

- // Fenli,y) dz dy

z+y<z
0<z,y<1

= / fe(x) fy(y) dz dy (Unabhéngigkeit)

rz+y<z
0<z,y<1

Fir 0 <z,y <1gilt fe(z) = f,(y) =1
Aus der folgenden Skizze kann dann das Ergebnis abgelesen werden (man betrachte
die ensprechenden Fliacheninhalte).

N
Yy
1
------------- | | >
O z<1 1 z>1
Damit erhalt man
0 2z <0
2
(o) % 0<z<1
vl\Z) = )2
(2 QZ) | <2<2
1 z > 2
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und

z 0<z<1
fu(z) = Fi(z)=¢ 2—2z 1<2z<2
0 sonst

e ¢ 1 unabhingig = F, = F; * F, (Faltung)

oo

F(z) = / Fe(z — ) dF, (x)

o) = [ fie-0fe)ds

( 0 z2<0
f1~1dxzz 0<z<1
0
1
fl-ldsz—z 1<2<2

z—1

L 0 z>2

(Fur das Integrationsgebiet mufl jeweils gelten: =,z — z € [0,1].)

Die nachfolgende Skizze zeigt nochmals die Verteilungsdichten von f, und f;.

N
14

11.4. Geg.: &,& ~ N(0,0?), &, & unabhingig
Ges.: Verteilung von n = /&2 + &3

Die Werte von 7 liegen also in [0, o).

Vgl. Vorlesung, 22.1., Beispiel 8: R R
&, & ~N(0,1), unabhiingig, Y2 =& + .-+ &2
Hier speziell fiir n = 2, Verallgemeinerung auf £, & ~ N (0, 0?).

Es gilt (y > 0):

fae) = g8 ()
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Speziell fiir n = 2:

mit x2 =€+ €2, &,& ~N(0,1).

Setzen nun & = 0&; = & ~ N(0,02).

= n=VE+8=0\/&+& =01}

Betrachten also die Transformation n = ¢ (\/ X%) =0/ X3

L) = [ ah) -1 (y)]

(
BRI ¢ I

(Rayleigh-Verteilung)
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Erwartungswert:

y2

mitz:ﬁ:dz:%

y=o0V2z=dy=

o
ag

5l

dy
dz
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12 Konvergenzbegriffe

121. F,(z)=1—e? x>0, A>0.

() Sei (6) = ().

e Zu zeigen ist: &, P, 0,d.h. P(J§&, — 0] >¢) =0 (n—o00) Ve>0.
Sei € > 0 beliebig.
Es ist

P&, — 0| > &) = P(£n>6):P<IZ—"n>5>:P(nn>elnn)
= 1—F, (¢lnn)

ef)\slnn

= n*—0 (n—o0) dai>0

e 7Zu zeigen ist: es gilt nicht &, f—S> 0.

fn§>0<:>P(w:£n7L>0):0.
Nach Folgerung 3 aus dem Lemma von Borel-Cantelli gilt:

P(w:fn%f):O@V5>0:§:P(w:|§n—§|25)<oo
n=1

Hier gilt speziell:

> . . o - —Xe __ o0 )\&“Sl
;P(w-lén 0|25)—§_;” _{endlich de > 1

).

>

Die Reihe divergiert also fiir hinreichend kleine € (¢ <

Folglich gilt nicht &, £s. g,

e Zu zeigen ist: &, P, 0,d.h. P(J§&, — 0] >¢) =0 (n—o00) Ve>0.
Sei € > 0 beliebig.

Es ist
P(|& —0l>¢) = P&, >¢)=P ((11?2)2 > 8) = P(n, > (lnn)?)
= 1-F, (¢(Inn)?)
— e—/\E(lnn)2
— n—)\alnn —0 (n N OO)
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e Zu zeigen ist: &, Ls, 0,d. h. Plw:&, -+ 0)=0.

Nach Folgerung 3 aus dem Lemma von Borel-Cantelli gilt:
P(w:fn%ﬁ):O:)V5>O:ZP(w:|§n—§|25)<oo
n=1

Hier gilt speziell:

iP(w & — 0l >¢) = in_’\“n” < 00
n=1 n=1

2 . .
(Vgl.: M = eA) = helnn>2 Yn> M= S opAEn < N T2 < 00))
n=M n=M

Folglich gilt &, f_s) 0.

12.2. (a) Vor.: &, P, g also P&, —¢& >¢)—0 (n—o00) Ve>0

fnin, also P(|&,—n|>¢e)—0 (n—o00) Ve>0
Beh: ¢~ also  P(€ £ 1) = Plw: €(w) £ n(w)) =0
Folgende grundlegende Figenschaften von Wahrscheinlichkeiten werden im Beweis
wiederholt verwendet:

e Aus A C B folgt P(A) < P(B) VA,BeQ@.
e Esgilt PIAUB) < P(A)+ P(B) VA,Be@.
Beweis: (indirekt)
Gegenannahme: P(§ #1) >0 <= J5,0>0:P(|(—n|>¢e)>0

o Ls gilt:
P(lE=nl>¢) = P((€=&)+ (& —nl>e)
< P(E=&l+ 16 —nl>¢)
denn aus
5<|(€_€n)+(§n_n)| S |£_€n|+|§n_n|
folgt

{w:(€=8&)+E—n>et C{w: [§ =&l + 16 —nl > e}
o Weiter gilt:

P(|€—§n|+|€n—n|>5)§P<|§_§n|>%)+P<|€n_n|>g>

denn aus [ — &, + [&, — 1| > & folgt [ — &u| > § oder [§, —n| > 5,
und damit

Wil =&l +lea—nl >y S {wile—&l > 5} u{w:le —nl > 5}
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e Haben also

P(|5—77|>5)§P<|§_§n|>§>+P<|€n_n|>%>

e Wegen &, L ¢ und &, i n folgt, daBB V§ > 0 ein ng = ng(e) existiert, so dafl
Vn > ng gilt:

Plle-el>2) <5 wd P(le—n>2)<?

2 2 2 2

e Also ergibt sich schliellich
P(lE—n|>¢e)<d Ve, >0
was ein Widerspruch zur in der Gegenannahme formulierten Behauptung ist.

(b) Vor.: &, 4o ¢, also P(lén—€]>¢) =0 (n—o0) Ve>0

nnin,also P(ln,—n|>¢)—0 (n—o00) Ve>0
a,beR

Beh.: a&, + bn, L a& + bn, also
P(la&, +bn, — (@€ +bn)| >e) =0 (n—o00) Ve>0
Beweis: (indirekt)
Der Beweis stiitzt sich auf die selben Aussagen wie in Teilaufgabe 12.2a, auf die
ausfithrliche Begriindung der Schritte wird deshalb verzichtet.

Gegenannahme: 3,0 > 0: P(|a&, + bn, — (a€ +bn)| >¢) > 6 Vn
Fiir a = 0 oder b = 0 gilt die Behauptung offenbar. Sei also im weiteren a # 0 und

b # 0.
Es gilt:
P(la&, + bn, — (a€ +bn)| > ¢)
P(la(&n — &) +b(n. —n)| > €)
P(|a‘|€n - gl + ‘ann - 77| > E)

€ g
< P<|£n_£‘>m)+P<mn_n‘>m>

Wegen &, P, ¢ und 7, P, n folgt, dafl Vo > 0 ein ny = ng(e) existiert, so dafl
Vn > ng gilt:

€ ) € )
P — & > — — d Pl|n,— — —
le=ed>gir) <5 ma 2 lm=nl> 557) <5

Also ergibt sich schliellich: Ve, § > 0 dng, so dafl

IN

P(la&, +bn, — (@€ +bn)| >¢e) <d Vn>ng

was ein Widerspruch zur in der Gegenannahme formulierten Behauptung ist.
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12.3. Zur Losung dieser Aufgabe ist ein Vorgriff auf die Vorlesung zweckmiéfig, indem das
Starke Gesetz der Grofien Zahlen verwendet wird.
Schon bekannt ist das Schwache Gesetz der Groflen Zahlen:
Sei (n,) eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsgrofien mit E|n;| < oo, sei

§n = % ;’fh
Dann gilt: &, = % > LN Emny, also P(|§, —En| >¢) =0 (n—o0) Ve>0
i=1

Das Starke Gesetz der Groflen Zahlen (Kolmogorov) besagt, dafl unter den gleichen Vor-
aussetzungen an die n; sogar gilt:

o fs.
&= 2o m = B, also P(w: &~ Bnp) = 0.
=1

Wir betrachten nun

%
1
- (Ir;)
= exp <%lnzlj%>

Nach Voraussetzung sind die 7; unabhéngige, auf dem Intervall (0,1) gleichverteilte Zu-

fallsgrofen.
Dann gilt:
1
Elnnp = /lnx Adr = (zlnz —2)|§ = —1
0
Wir konnen also das Starke Gesetz der Groflen Zahlen fiir 7; = Inn; anwenden und
erhalten:

1 n
— E Inn; f—S> Elnn
n

i=1

und schlie3lich
1 fs.
En = exp <—ﬁ 21 In m) =% exp (~Elnn,) = exp(—(—1)) = e

12.4. Vor.: f(z) stetig auf [0, 1] (also dort auch glm. stetig).

fulw) = 3 ()t -2ty ()
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Beh.: f,(z) — f(z) glm.
d.h. Ve >0 3ng:Vn >nggilt |fu(z) — f(z) <e Vzel0,1]

Zunachst die Beweisidee:

Sei (§,) eine Folge von i.i.d. B(1,x)-verteilten ZufallsgroBen.
Dann gilt:

Sp = ifl ~ B(n,x)

P(Su = k) = () (1= a)* = p k=0,....m

ES, =nx, DS, =nz(l—x)

Fiir die Zufallsgrofie % gilt dann:
Sn _ kY _
P (W = ﬁ) = Dk

Sn
EW =X
S, P
. — 1 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Es ist

2(r (%)) -z (1) - L (o s (5) a0

Also
% L x (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
f (%) L f(z) (Da f stetig ist.)
Ef (%) — Ef(x) = f(z) (Noch zu zeigen, s. u.)
Beweis:

f(z) glm. stetig auf [0,1] =

e Ve>0 J6>0:|f(z)— fly) <efir|zr—y|<J

e dM < oco:|f(x)] <M Vzxel0,]1]
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Also

() = ()]

VAN

IN

IN

IN

<

f(%)—f(l‘) + >

k:|§—x|§(5 N ~ k:|7—kl—:c|>5
<e (f glm. stetig)

HORE

~
<2M (f beschr. auf [0,1])

e+ 2M P(|S, — nx| > nd)

Sn
< (nd)2
(Tschebyschev)
DS,
(no)?

<

4+ 2M

=

nz(l —x)

2M
g+ (ms)Q

e+

55” <& Vn>ng
n

Dabei ist ng = ng(e, M, ) durch f bestimmt und unabhéngig von z.

Wir haben also gezeigt:

VE>0 Ing:|fulz)— flz)|<Eé Vn>mng

Also konvergiert f,(x) fiir n — oo gleichméBig gegen f(z).
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13 Charakteristische Funktionen

131, e pe(t):
o0 1
pe(t) = Ee™ = /emfé(x) do = /e”x-idx
% )
1
1 1
= 5 /(COS tr +isintr) dx (/ isintr dr = 0 da ungerade Fkt.)
271 .
1 sintr 1 _ sint —sin (—t)
2t |, 2t
0t -
we(t) = % (fir ¢t =0 gilt: @e(0) =Ee’ =1= %in&% )

e ¢,(t): (n = zufilliges Vorzeichen )

. . 1 . 1
Spn(t) — Eeztn — 67,1&1.5_’_6115-—1.5
1 1
= 3 (cost +isint) + 5 (cos(—t) 4 isin(—t))
©,(t) = cost
* vy, (1)
v, = z":@ — ﬂ+@+...+@ Z£'1_1_|_...
" 2k 2 4 2" 2 4

k=1
Die Werte von v, sind endliche Dualbriiche im Intervall [-1,1], betrachten:
N

vy, = — v,, — v unendliche Dualbriiche
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bestimmen ¢,, , untersuchen lim ¢, (t) < 0, (1)

n—oo

Hw%(t)

Unabhéi_ngigkeit X

= t - t
et = Ten(se) = ey
k=1 k=1

Can(t)=pn (at)

Pua () = Py, ()

sint t#£0
sen) — w0 = {770

w5 (t) ist stetig fiir ¢t =0
ws(t) = e

Aus dem Stetigkeitssatz der Vorlesung und dessen Folgerungen erhélt man:

Un 4, 19 (Konvergenz in Verteilung)

= zufillige unendliche Dualbriiche sind gleichméfig in [-1,1] verteilt
d

Vp — &

diskret absolut stetig
) o . t .t
Begriindung des Hinweises:  sint = 2cos 5 sing
sint tsini t t sin
= —— = C0Sz—3— = COSz-(CoS— —
t 2 3 2 4 3
= H CoS o
k=1

13.2. (a) Dichtefunktion fe = % L1

0.35

f(x) —

03

0.25 |

0.2

0.15 |
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13. Charakteristische Funktionen

Verteilung ist symmetrisch = ¢¢(t) ist reell,

da @e(t) = pe(—t) = @e(—t)  pe(t) ist gerade

| roo1 1 1 [ it
t — E g / ite — | dr = = / d
o e
g(x

-Der Integrand g(x) ist eine komplexwertige Funktion mit ¢g: R — C

Wir betrachten ¢g: C — C wobei z =Re z

Imz
Cr
-R R Rez
00 R
Idee: (i) /g(x) dx = ngrgo g(2)dz
—o0 -R
(ii) /g(z) dz + /g(z) dz = j{g(z) dz
“R Cr

(iii) berechnen 7{ g(z) dz mit Residuensatz

(iv) zeigen I%im g(z)dz=0 (t>0)

Cr
(v) wg(t)z%/g(x)d;c: xPolz)d t>0
“oo Pe(—t) t<0
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zu (iii) jf g(2)dz =

zu (iv) (t > 0)

/g(z) dz

Cr

Schétzen nun |g(z)| ab:

= ez’tR(cos p+isin ) ‘

zu (V) (t >

2mi Z Res(g(z), zn)

2miRes(g(z),1)
2rilim(z — i) g(z) (9(z) hat in z = ¢ Pol 1. Ordnung)

itz

e
2milim(z — 4) ———r——
zw’( >(z+2)(z —1)
iti
211 .e - =qe ¢
1+1
< z)| dz < TR su z
<[l an sl
Cr Léange” von Cgr
eitz
96 = |15

eit(Re z+ilm  z)

14 22

Re z=Rcosp Im z= Rsing ¢e[0,7]

S }eitRcosgo‘ . |€itiRsingo|
- 1. |e—tRsin<p‘
< 1-1
fiir |z| = Rist [1+ 2% > R*—1 (R>1)
1
= <
O

AN
(=}
N~—
AS)
oy
—~
~
SN—
Il
@
|
|
N
|
@
~
|
@
1
=
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(b)

d.h. die Bildung des arithmetischen Mittels &ndert die Verteilung von £ nicht

%Z&”@Eg denn  BEE (vgl.Eg:“‘)

13.3. fe(z) =Xe ™, >0, A >0

(k)
es gilt: E&F = 80—,50) fir k=1,2,...,n, wenn E[{]" < o0
7

itberpriifen Voraussetzung:

E|§|"=E§n=/x")\e_”d:x = / e dz L(n + )—n—<oo
A" A"
0 0

Die Momente wurden hiermit schon berechnet; vergleichen nun mit charakteristischer
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Funktion
o(t) = Ee™* = /em)\e_’\x dx = /\/e(it_)‘)x dx
0 0
A , 0 A A
— o (’Lt—A)(D — . _ 1 —
it o = a0l = 5

denn e(zt—k):c _ 6—>\:vezt —~0- ezt =0

r—00

B = A (=i = A [ - ()Y

= M(=1) - (=2)...(=k) - ()" - (A —at)~*FV)]
= XNEli% (X —at)~ kD

2 = : = T
(k) !
E ¥ (0) _ k!
BT TR
. 1 2 1
speziell: E¢ = N E§2 = e = D¢ = —

13.4. Vor.: £ ganzzahlige Zufallsgrofie: 1 = Z P=k) = Z Die

k=—o00 k=—o00

Beh.:

™

Pr = /el’%g(t)dt, kE=0,+1,42,...

—T

(d.h. brauchen die Funktion ¢¢ nur in [—, 7]; im allgemeinen gilt das nicht.)
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Beweis:

ee(?)

= Dk

2T pg

denn firn —k=1r#0:

13.5. Vor.: |¢e(to)| = 1 fiir ein ¢y # 0

Beh: Y P(¢=a+kh)=1 h

k=—o00

Beweis:

oo
Eeitf _ P eitn
- § n

Z D eftn 4 i itk { e itk
n#k
©¢ (t)e—z‘tk . aneit(n—k) / dt
n#k .
/e‘itkg)g(t) dt — 0 = Beh.
/em dt = /(cos tr +isintr)dt = 0

(Integration iiber eine volle Periode)

we(to) liegt auf Einheitskreis in C :

= d reelles zq
= dreelles a
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eitoa — pr(tO) — Eeitg{ — / eitox ng(ZL‘) |'€—it0a
& 1440 = / et g (r) = /[Cos(to(x —a)) +isin(to(x — a))] dFe(z)
e 0 = /\(1 — cos(tols — a))) dF(a)

= P¢ — f.s. cos(to(z —a)) =1

= P¢ (cos(to(r —a)) =1)=1

2k
=to(r—a)=2kr = zx=a+ t—ﬂ (P¢ — fast sicher)
0
Beispiele zur Veranschaulichung;:
() P€=1)=P(=-1)=1 (vgl. Aufgabe 1)
N " 2m
e(t) =cost = |pe(t)|=1fiirt =kn, wahlento=71 = h= = 2
0
(ii) Binomialverteilung & ~ B(1,p): ¢(t) =pe +q (vgl.Vorlesung):
1 = |ge(t)) = |plcost +isint) +q| = |pcost+q+ipsint]
T T/_/
= /(pcost +q)2 + (psint)? = VP2 + @+ 2pgeost = 1 fiir cost =1
2 2
dh. fiir t = 2k7, wihlen tp = 2r — h= - =2"_1
to 27
(iii) Poissonverteilung  ¢¢(t) = exp (A(e" — 1))
|pe(t)] = 1 wenn Exponent rein imaginér, d.h.
0=Re (Ae" —1)) = A(cost — 1) = t=2km ty=2m

2
- Periode h = t—ﬂ =1

0

Bemerkung:

Wenn |g¢(to)| = |pe(ti)| = 1, to,t1 # 0 und % = q irrational ist, dann ist £ ausgeartet,
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d.h.esgilt: P((=a)=1

( Gilt nicht, wenn ¢y = 27k ; hier ist % rational! )
Andererseits: P(£ =a) =1 = ¢¢(t) = Ee' = ¢ ist betragsmiiBig gleich 1 V¢

13.6. Es 148t sich ein Gegenbeispiel konstruieren, wenn nicht V¢ gilt ¢(t) > 0.

2|t] i
o) = {1—T <5
0 sonst
2]t .
po(t) = 1—— |t| <m, periodisch fortsetzen
T
2|t
p3(t) = 1-— 2/t t] < g, periodisch fortsetzen
T

1, P2, 3 sind charakteristische Funktionen (noch zu zeigen — (%))
Es gilt:

2

2[¢] T

1— t<T

©1 P2 = Y1 P3 = ( 7T> H_Q
0 sonst

aber: wy # 3
Fiir die zugehorigen ZufallsgroBlen &, &5, &3 gilt damit Folgendes:

&1+ & und & + &3 besitzen identische Verteilungsfunktionen, d.h. es gilt: Fe ¢, = Fe 1,
& und &3 dagegen haben verschiedene Verteilungsfunktionen Fy, # Fr,
(Vgl. auch bei Zahlen: z+y=z+2z = y=2)

zu (*):

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich



13. Charakteristische Funktionen

73

e Die Funktion ¢ ist eine charakteristische Funktion, vgl. dazu Satz von Polya:

1 ist eine stetige, gerade, konkave Funktion mit ¢1(¢) > 0, ¢1(0) = 1, ¢1(%) i 0
—00

zugehorige Dichtefunktion: fe, (z) = 1_5# AES

o & diskret: P(&L=2k+1) = m
o &y diskret: P(&=0) = % i P& =22k+1)) = m

& und & haben andere "Atome’ : 2k +1# 2 (2k + 1)
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14 Grenzwertsitze
14.1. &, - Uberstunden am k-ten Tag, (&) ii.d.: Fe(v)=1—e, >0, A= %
= B¢ =1 =5
= D¢, = % =25
S, = &k,  Soos - Uberstunden im Jahr
k=1
Ges.: P(Sas > 15 - 60 = 900)
ZGVS: = S, ~ N(ES,,DS,) = N(5n,25n)
S,—on d
— N(0,1
V251 (0,1)
Saos —5H-225 900 —5- 225)
P (5595 > 900 = 1—-P(59:<900) = 1-P <
(S22 ) (Siz25 < 900) ( 95225 /25225

~ 1-® 900 — 1125 1% —225
5-15 75

= 1-—®(—3) = 0.9987

exakt: S, - Gammaverteilt mit & = n,5 = X vgl. UA 7 und Aufgaben zu “ Absolut
stetigen Zufallsgrofien “, ( heifit auch Erlangverteilung , wenn « ganzzahlig )

fSn (33) — % In—l e—)\:c

0.9225 ®
P(5225 > 900) = 224' /x22460.2x dﬂf
' 900

unvollstéindige Gammafunktion, sehr aufwendig,

224-mal partiell integrieren

14.2. &, - Abfillgewicht: & =np +5  mp ~ U[—0.2,0.3]

(&) iid., E& =5.05 En, = —0:2+0.3 _ ¢ 5
P
1 _(03-(=02))* _ 1
D& = 13 D = 12 =18
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Sp=> &  SumNn- E&n-DE&)=N(5.05-n, 1k)
k=1

n=197 = ES, = 197-5.05 = 994.85 im Mittel noch fiir 1 Beutel Platz
n=198 = ES, = 999.9 im Mittel nicht iiberladen

DS,=n-Dn, = % fiir Anwendung der 30-Regel

3-v/DS, =3 /I—S ~ 6 fiir n = 197,198, d.h. reichlich ein Beutel

1000 — n - E
P(S, >1000) = 1—P(S, <1000) ~ 1-@(00 o 51)

nD¢&

o _g(X000-n-505) _ [ 1-®(2542)=00055  n=197
D ~ 11— (0.049) = 0.48035 n =198

48

Genauigkeitsabschitzung ( Berry-Esseen):

C-E|&)?
sup | F(z) — ®(z)| < St wenn E¢, = 0, D¢, = o2

— o3n

Deshalb hier noch zentrieren: &, ~ U [_Wl, %] , D& = 4_18 = o2

1 1
4 1
1 1
E|§1|3:/|$3|'2d$=4-/|$3|d$:x4‘g:%
=1 0
4

C- 1.039
—— 26 < = 0073 ~T%

(4_%)%,\/5 c<08 /. n=200

= sup [ Fn(z) — ®(x)]

C-ElGf 1

= . 2~0.
o/ (T [2]?) notora2st 0.0069 0.7%

genauer:

14.3. (a) X2 = Z'r;,ﬁ wenn () i.i.d., (nx) ~ N(0,1)
k=1
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(bisherige Schreibweise: S, = Z §e mit & = 771%)

k=1

2 _ 2 2 _
zavs XnZEXn _ Xa M d g )
Dyx2 V2n
Ex} = ZEnﬁ:nan—nlzn
k=1
Dx; = ) Dui = n-(Enj—(En)?) = n-3-1) = 2n
k=1
N W2 (5
NR: E il:—/x‘le_ dx:—\/_/yl'5e_ydy:—\/_-F(—):
V2 27r0 V2 2
2
X, —n c—n c—n
— 7 = P(l<c¢ =P~ < — O —
! O <€) (m N m)nw (m)
(Monotonie, Stetigkeit der Verteilungsfunktion)
c—n
= — d 7 (y) =2
m (7) Y

(b) xa, =n+V2nz,

n=100,7=95% = 2z, =164 = xJpesy ~ 123.26 exakt :124.3
n=200,7=90% = z,=1282 = X3y ~ 174.36 exakt : 174.84

14.4. &, - k-ter MeBwert, () i.id. E& =p D& =0 =0.1

S, = ka ES, =nu DS, = no?
k=1
fordern:

S
——u‘<5> >1—a hier: e =0.02, a = 0.05
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(a) Tschebyscheffsche Ungleichung:

Sn
P(&—u <5) = 1—P(&—u‘25) > 1-—="
n n £
1 2 2
ﬁ-na ag
- 1-f 5= =1-5 >1-a
o2 0.12
N > dh. n > — ' — 500
"=y "= 0.022-0.05

P(—n—u <5) —P(@ S"— ‘<@5)
o |n o
~ 20 (YE) -1z 10
o
o 2
— @ Z Z1-«
o 2
o’
_— n 2 ? . Zl—%
hiein > b 19602 — 96.04 (z1-2 = = 1.960)
er: n 0022 . = . 21_5 = 297.5% — 1.
14.5. (a) vgl. Vorlesung:
1 5.0
. .. ™
“ (&) iid & ~U [0, 5]
~ .
S A (M) iid. ny ~U[0,1]
2 ‘ % B { 1 me < f(&) (Treffer)
COSX d X o 0 k> f(&)  (daneben)
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cosz dx

ST

1
Eoy = — = — = — ( nutzen hier Wert von I)
2 2 g
b
™
= [ = /Cosxda: = §-E91
0
Sn = Ok

>
Il
MR

Sh
(Gesetz der gr. Zahlen ) — — — Eg

n n—oo
I . .
— I, = ™ Z or (ist Ndherung )
k=1
I, —1 I, .
fordern: P <% =7~ 1‘ < &?) > 1—a hier: e =0.01, a = 0.05

VAN
3
©)
N~
X
)
VR
)
=3
IR
N
SN
™
N~
|

=2
= -1.96° = 21927.71
2-0.012 %0 9271
(b) (&) wie oben, S, =) pr es gilt:
k=1 T
i 2 2
Ep, :/cosx-—dx: —
T i
0
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Gesetz der groflen Zahlen:

Sy fs. T S, o N
Pn LS. Ep, = I, = 5 % = 5 ZCOS& ist Ndherung

n

Nebenrechnung;:

Sy, Sn 2
S, — ES, P W q d
7ZGVS: = nno = vn—1—% — N(0,1)
DSn Dpl w2 —8
272
I, —1 Sh S, 2 2
P <e|] = P Ton g <e| =Pl|———|<—¢
1 2 n n s s
2
—evn
~ 2-0 =2y 1> 1a
™ -8 =8
272
8 «
= @( 71'2—86 TL> Z 1—5
-8 -8 )
= n > 22 "2 008 3 0012 -1.96* = 8977.8
T™— 2
4(m —2
Verbesserung;: 22 = (7; ) ~ 2.44
™ —8 ™ —8

Frage: Genauigkeit der Rechteckregel
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e Die Monte-Carlo-Methode ist “sinnvoll “ fiir Mehrbereichsintegrale, hier kaum.

e Man erreicht Konvergenzverbesserung, wenn speziell verteilte Zufallsgrofien be-
nutzt werden ( ist von f(x) abhéngig ).

14.6. S, - Anzahl der Biirger, die A wahlen, n =800, p = 0.002
S, ~ B(800,0.002)

(a) P(S, <1)=P(S, =0) + P(S, = 1) = 0.9985% 4 800 - 0.002 - 0.9987 = 0.5247

(b) A =np=2800-0.002 =16
P(S, <1)mmy+m=e'% (141.6) =0.5249

1—1.6
¢) ohne Korrektur: P(S, <1)~ ¢ | —————=— | = & (—-0.47) = 0.3192
(c) (Sn =) <\/1.6~0.998) ( )

. ) 1405—16) _ _
mit Korrektur: P(S5, <1)~ & [ =~ —==—=2=) = & (—0.08) = 0.4681
(Sn = 1) ( V1.6 -0.998 ) ( )

Aufgabensammlung zur Vorlesung Stochastik — PD Dr. Wunderlich



