Analysis 3 — SerieQ7 — Geor g Kuschk

Bemerkung :
Die Konstanten C besitzen nicht immer dieselben Werte, sie kdnnen je nach Rechenschritt in eine neue
Konstante C tibergehen.

7.1a)
Differentiation der Kurvenschar :
y(x)?=Cx b y(x)*- Cx=0 (*1)
Ableiten nach x liefert :
2y(x):y(x)-C =0 (*2
Gleichung (*2) nach C umstellen :
C=2yy'
undin (*1) einsetzen :
y*- 2yy'x=0
P y-2y'x=0
Y
Py 2X
Hierausfolgt sofort eine Differentialgleichung fir die Orthogonaltrajektorien :
1 2X
Y Ty
2X
Die Differentialgleichung l6sen :
dy _ 2x
dx y

P (ydy =- (2xdx+C
2

b Y =_x+C
2

L ésungen sind somit die Ellipsen 2x° + y* =C.

7.2a)
(x* - Dy+2xy = xy*

| Xf - 2Xy — X 2 -
Y2781 T 1(y y)

p Y ~—(y*- )

dx x*-1
P ¢ L dyzox—‘ X dx+C (*3)
2_y 2_1
linke Seitevon (*3) :
1 1 2 lel 10 1
5 dy == ¢ == g——- —2dy==(In|y- 2|- In
v A To el A 1¢ v By L W S MY



Zu7.2a)
rechte Seite von (*3) :

< X 1, 2x i - —
Oﬁ-dx—zmdx Substitution: Z = X2' 1 p dZ—ZXdX

1.1 1 1
== A-dz==In|Z==In|x*-
20y dz=3Mnld=7Inp - 4
Somit kann (* 3) geschrieben werden al's

%(In|y- 2- In|y|)=%|n|x2 -1+C

P In

y_—yz‘:ln|x2-]4+C

b ‘y—y2‘|x e

b -3
y
Fallunterscheidung bzgl. y :

1. Fall:0<y<?2
2

1- = =CHx* -
2_cpe-s

2
b £=1- CoAx?-
L= CAe- g

2 <fe-spe

_ 2
y_1-C>1x2-q

2. Fal:{y:yEQ E{y:y3 2

2
b =
1+CAX - 1
Zur Eindeutigkeit :
. _Xxy* - 2xy
= f(x,y) =—/————=
y=1y)==7-

iZZX)Z/- 2x: 22x (y-1)<¥
dy x-1 x°-1

Das AWP ist Uberall eindeutig |6sbar, da die Lipschitz-Bedingung jedesmal erfillt ist.




=) o '%dy:‘x+C mit yt 0
G 3y =g

1
P |yF=x+C
P y=+(x+C)? mit x -C,xT R

Zur Eindeutigkeit :
2
f(xy) =33 istin R*\(R" {0}) stetig partiell nachy differenzierbar, also lokal Lipschitz-stetig bzgl. y.

Da f in R? stetigist, folgt die eindeutige L ésbarkeit aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz.
Fir y=0 ist die Lipschitz-Bedingung nicht erfiillt. Somit liefert y=0 keine eindeutig bestimmte Ldsung des AWP.

7.3)
Die Geschwindigkeit V' des Schwimmers tiber dem Flussboden setzt sich zusammen aus der

Wassergeschwindigkeit W und seiner auf den Punkt (0,0) gerichteten Relativgeschwindigkeit.

X 0
ax(t [(2 12 -
Esgilt somit V = g()o ?0 (} x*y -
W05 Swp S Y ;
[x2 +y? 5
Fir die Bahnkurve Yy = Y(X) ergibt sich hieraus

dy we WY
2 2 2 2
y':ﬂ_i_y(t) Xty :X-ﬂx\xz+y2 :X-V_Vxx—-'-y
dx dx xt) VX X VX X v oy
dt X2 +y
.2
:l_ivx 1+£_/9 (*4)
X VvV \} X g
L dsen der Differentialgleichung :
Substitution: Z: —1 dh y=2z dh y'=z+ 2'X

Hieraus folgt mit (*4) :

y'=z+7Zx=2- Wh+ 7
v
b 7=- Y 1+ 7
VX



Zu7.3)

dz
z dx w
p = dx = —
J1+Z  1+Z22 v
dz
dx —Cr—gi——dx—-‘wdx
+7 dx(1+ z%) Q)
1 w_ .1
P C dz=- —xa-dx +C
O 7 v O
W
P ArcSnh(z) =- —In|><i +C Betrag von x kann wegfallen, da 0 <x <1
P Arcthg—T= -Yinx+c
exXg Vv
.Y 1+ﬂ('j
P y= wﬁmm-—MX———é Yex VI
2
Wann wird das Ziel (0.0) erreicht ?
ey 120
Im Fall w > v ist I|m y(x) == IIm X V- x Y =¥, d.h. der Schwimmer kommt nie an.
@
®ers  wid 1 1
Im Fall w = vmlm1ﬂ@-—ﬁm% xvjz—Mm(f-xﬂ:—
& 2 x® +0 2
, d.h. der Schwimmer kommt nicht am Ziel (0,0) an.
. 1, @&@rs 1400
ImFal w<vist [im y(x) == lim gx Y- x Y£=0, d.h. der Schwimmer erreicht das Ziel (0,0).
X® +0 2 x® +0 5
7.4 Q)
L X- y+1
X+y-2
X+ + O
Die Gleichung ist vom Typ Y'= faeal by+¢ O
a,x+by+c, 5

Wegen E‘ = ‘1 -11‘ =21 0, hat das Gleichungssystem
X-y+1=0
X+y-2=0

eine eindeutige L6sung
P x+x+1=2pb x—1 d.h —E und —E
2 %S =3



zu7.4a)
Esgilt dann:

ax+hy+c =a(x- x)+b(y- y,)
ax+hy+c, =a,(x- ) +b,(y- Y,)

Einfuhrung neuer Unbekanter :

X=X- X =X 1
2
Y=Y- Y=Y >
° 2
Darausfolgt die homogene Differentialgleichung
day _x-§ .
— T (*8)
dx X+Yy
Setze u:=¥ dh y=Xu
X
Durch Differentiation folgt
du
ﬂ —“yUy+X—
dx dx

Wegen Y = XU und mit (*8) folgt dann

ﬂ=u+xd—u:§- y_X- )‘(u:)‘((l- u):ZL-u

ax dXx X+y X+Xu X@Q+u) 1+u

ID)_(%:1-u_u(1+u):1-2u-u2
dx 1+u 1+u 1+u

Trennen der Variablen :
dx _ 1+u

X 1-2u-u’
Integration :

Lgg= 1a"2-2U 4iic
Oy 20 ou- 2

P In|x|=- %In(l- 2u- u?)+C

2Injx =- In(1- 2u- u*)+C
= 1 e C

1- 2u- u? 1- 2u- u?
P X*(1- 2u- u?)- C=0

b -2+l S =0
X

C

b u?+2u- 8- =
e X

quadratische Gleichung |6sen :

u=-1z /1+?§L- CO- 14 2. &
e Xg X

Wegen U = % gilt
X

=0
a

u=2L=-1+ [2-

x| | <l
><IL| @)

(x*0)



1 3
Ruickkehr zu den ursprunglichen Variablen mittels X = X - E und y = y- E

y-§—-x+1 2X-19-C

p y—-x+2+1f23x- 19

7.4b)
y'= y +2x-1 (*5)
1+ x?

P Inhomogene DGL der Art y'=g(X):y + h(X) mit g(x) = 1+1x2 und h(x) =2x- 1
Zuerst die zugehdrige homogene lineare DGL I6sen (d.h.  h(x) © 0) :

Y dy _ vy dy _ dx y

=7 p p 2= fur yt 0
Yo e dx 1+ %P y 1+ x? (fur y* 0)

1
P og-dy=¢ dx+C
0, %=,

P In|y|=arctanx+C

p y=grnC (Betrag tberfliissig, da Potenz immer positiv)
P y=ge%xg"
p y = C )earctanx
Nun die inhomogene DGL |&sen :
Ansatz :
Variation der Konstanten - Statt der Konstanten C setzt man die zu bestimmende unbekannte Funkton C(X) .
D.h. y = C(X) ™™ (*6)

ee;\rctanx
b y'=C'(x) ™™ )= (*7)

X

Einsetzen von (*6) und (*7) in (*5) liefert :

arctanx ctan x
C'(X) >(earctanx +C(X) Ve — C(X) >ear

= +2x-1
1+x° 1+x°

2x-1

arctan X

P C'(x)=

x2t-1 61+t2 U 1+ X2 1+ %
P C(X) = Wdt-'-c :eeé arctantLl,;Ib +C= grotanx -1+C :earctanx +C
Einsetzenin (*6) liefert :
o+ X2 0 ctanx _ arctanx
y gearctanx Cg)ear anx_l+X2+C)e t




