Analysis 3 —Seriell — Georg Kuschk

11.1a)
gegeben: y"+p *y =x mit y(0) = y(1) =0
Uberfiihrung in halbhomogenen Fall :

X
Man sieht, dass z(X) = — Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.
p
Daher der Ansatz :
X X " — "
u(x) = y(x) - p? P y(x)=u(x)+ p? B y"(x)=u"(x)

Man erhélt somit das halbhomogene Problem

u"(x)+p 2ga(x) +l29: x ® u'(X)+pau(x)=0 1)
e P @
mit
0 1 1
u(0) = y(0)- on und u(@) =y(@® - p_2:- F

Lésen der Differentialgleichung (*1) :
1?+p?=0

®Il,=ip , I,=-ip

® u(x)=€™ , u,(x)=e"™

In reelle Losungen umwandeln :

U () =cos(px) ,  u,(x) =sin(px)
u(x) = C, cos(px) + C,sin (px)

Nun die Konstanten mittels der Randbedingungen bestimmen :
u(0) = C,cos(0) + C, sin(0)

0=C,

und

u() =C,cosp)+C,dn(p)

1

- — =0+0 fascheAussage

Die halbhomogene Differentialgleichung ist somit nicht |6sbar und wegen Riicksubstitution
ist folglich auch die gegebene inhomogene Differentialgleichung nicht I18sbar .



11.1b)

gegeben: Y +p?y =-p? mit y(0) =0 und y(1) =-2

Uberfiihrung in halbhomogenen Fall :

Man sieht, dass z(X) = - 1 Lésung der innomogenen Differentialgleichung ist.
Daher der Ansatz :

ux):=y(x)- - P y(x)=u(x)-1 b y"(x) =u"(x)

Man erhalt somit das halbhomogene Problem

u()+p*(u()-1)=-p* ® u"()+pu(x=0 (2
mit

u@®=y(0)+1=1 und u@=y@+1=-1

L 6sung der Differentialgleichung (*2) :

u(x) = C, co(px) + C,sn (px)

Nun die Konstanten mittels der Randbedingungen bestimmen :

u(0) = C,cos(0) + C, sin(0)

1=C,

und

u@ =Ccosp)+C,sn(p)

-1=-1+0 ® C,I R

Hierausfolgt nun

u(x) =cos(px)+C,sn(px) .C,1 R

und daraus

y(x)=u(x)- 1

y(x) = cos(px) + C, >an (px) - 1 C,1 R

Die gegebene inhomogene Differentialgleichung ist also|dsbar, jedoch nicht eindeutig Iosbar .




11.2 a)
gegeben: L[Y] ® a,y"+ay'+a,y = f(X) , a;, f stetigin[ab] mit &, > Oin [ab]

Division durch a2 (8, > 0 nach Voraussetzung) liefert :

vy 8 _f(®
y+— y+ y= (*3)
a & &
Zeigen, dass zu (* 3) eine aquivalente Differentialgleichung der Form
(poy)+axy=r (-2
mit p(X) >0 in[ab], pI CYab], q,rT Cla,b]
existiert :

(X)
Setzt man p(X):=e 52 05" (p(x)>0 und stetig , da 8,,8, nach Voraussetzung stetig sind , das Integral existiert ),
so lasst sich (*4) schreiben als:
(pxy)+axy=r ® py'+p'y+ay =r

L3 (x) dx al(X) a1 (X) dX
® e 52 (x) xy"+ xe z(X) xy'+qy =r
a,(X)

\ai(x)

(r X
Divisiondurch p =€ %2® >0 liefert:

& q __ T
g y + al(x) y= \al(x)d

e:gz(x) e:gz(x)
Um diese Differentialgleichung auf die Form von (* 3) zu bringen, muss gelten :

y' +

aﬂx) =% @ q= 2 g% aigxx))dx
e% a, a,
sowie

r f(x) ﬂ)e‘al((i))dx
o %

gund r sind offensichtlich stetig, da 8,,8,, f stetig sind.

Esgilt also

(pxy)+axy=r
° py"+p'y+qy =t
oy Py dy=T
P’ p P
1()
X e z(x)dx 2(X) . 2(X 5o RECIIW e wey
g a,( ) & ) _ az(X)
al(x) al(x) y= 31(X)
i Renmie ek
o oy &(X) &) _ f(X)
+ + =
a0 am)  aM

Eswurde also gezeigt, dass zur gegebenen DGL (* 3) eine aquivalente DGL der Form (*4) existiert.



11.2b)

Zunéchst zeigen, dassUL[V] - vl u] =[p(uv-u'v)]' :

Dielinke Seite:

uL[v] - vLu]l = u((pv)+av)- v((pu')+qu) =u(p'v+pv'+av)- v(p'u+ pu+qu)
= p'uv'+puv’- p'u'v- pu"v

Dierechte Seite:

[p(uv/-uv)] = p(uv'- u'v)'+ p'(uv'— u'v) = p(u'v’+uv"— u"v- u'v')+ p'uv'- p'u'v
= puv'- pu'v+ p'uv- p'uv

Dielinke und die rechte Seite stimmen somit tiberein, esgilt also uL[V] - vl u] =[p(uv*- u'v)]".

p Qb(uL[v] - vL[u])dx = & p(uv- u'v)]'dx = p(uv- u'v)|21
= p(b)ub)v'(b) - p(b)u'(b)v(b) - (P(a)u(@)V'(a) - p()u'(a)v(a))
Die Funktionen U,vi C?[a,b] erfullen nach Voraussetzung die Sturmschen Randbedingungen :

R[y]° a,y(a) +a,p(@)y'(@=0 und
R[y]° b,y(b)+b,p(b)y'(b) =0



11.3)
Nach Voraussetzung ist L[ y,] = L[y,] =0

P (L[yz] - L[yl])(yl + yz) =0

P yLIY,]- VLIVl =0=[p(VY,"- Vi Vo)l " x1 [a,b]
Integration liefert R

y.Y.- 'y, =C .CI R

Wegen Y, (X,) = Y1(X) =Ogilt

- POV () Y2(6)=C CI R

und

- POYY (%)Y.(x)=C  ,CTR

D.h.

Yo0) = e Ci R “5
’ (%) ¥:' (%) ’

und

-C .
= ,CIR "

(%) P(X)Y;' (%) o

Dadie Nullstellen X,, X, aufeinanderfolgend sind, giltalso X, 1 X, .
Hieraus folgt ¥;'(%,) 2 O und ¥;'(%)* O, denn sonst warewegen Y, 1 C?[a,b]
in einer Umgebung von X, Y;'= 0 und somit X, = X, .

Weil Y,'(X) * O und y;'(X)?* O, und aufgrund der Stetigkeit von Y;" haben V;'(X,) und V;'(X,)
verschiedene Vorzeichen.

weil " xT [a,b]: (C hat dasgleiche Vorzeichen, p(X) > 0) gilt,
und Y, '(X,) sowie Y;'(X ) verschiedene Vorzeichen haben, haben wegen (*5) und (*6)
auch Y,(X,) und Y, (X) verschiedene Vorzeichen.

Aufgrund der Stetigkeit von Y, und dem Zwischenwertsatz von Bolzano folgt schliesslich,
dass Y, eineNullstelle X,1 (X, X, ) besitzt.



