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Analysis 3 – Serie12 – Georg Kuschk

12.1 a)
QA ∩= ]1,0[

Da QA ⊂  , enthält A  abzählbar viele Elemente.

A  lässt sich nun also als Vereinigung von abzählbar vielen Intervallen ],[ nnIn =  darstellen.

Das Lebesgue-Maß dieser nI  ist 0 .
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n II λλ U  ist folglich 0)( =Aλ , und A  ist somit eine Lebesgue-messbare

Menge mit Lebesgue-Maß Null.

12.1 b)
??? Querstreifen = Komplement ???

12.1 c)
]1,0[=A \Q

Der Rand von A  besteht aus den Elementen von A , in deren ε -Umgebung sowohl Elemente
aus A  als auch aus 'A  liegen .
Dies ist aber wegen der Dichtheit von Q  in R  für alle Ax ∈  der Fall.

D.h. A  ist eine abgeschlossene Menge und somit Lebesgue-messbar und für das Lebesgue-Maß gilt :
( ) ]1,0([λλ =A \ )Q   ]1,0([λ= \ ]))1,0[( ∩Q   ])1,0[(])1,0([ ∩−= Qλλ  01−=

1)( =→ Aλ

12.1 d)

]1,0([=A \ oQ)   = Inneres von A

]1,0([=A \ oQ)  ]1,0([= \ )Q  \ Rand ]1,0([ \ )Q   ]1,0([= \ )Q  \ ]1,0([ \ )Q  ∅=
A→  ist eine Lebesgue-messbare Menge vom Maß Null.    )0)(( =Aλ

12.1 e)
???
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12.2 a)

Zeigen, dass durch Qyxyx ∈−:~  eine Äquivalenzrelation im 1R  erklärt wird.

Folgende drei Eigenschaften sind zu zeigen :
• Reflexivität : Rx∈∀  ist Qxx ∈=− 0    ,   d.h. xx ~
• Transitivität : Rzyx ∈∀ ,,  mit yx ~  und zy ~  ist   Qyx ∈−     ,    Qzy ∈−

und folglich auch Qzyyxzx ∈−+−=− )()(
d.h. zxzyyx ~~~ ⇒∧

• Symmetrie : Ryx ∈∀ ,  mit yx ~   (d.h. Qyx ∈− )  ist auch Qyxxy ∈−−=− )(
d.h. xyyx ~~ ⇒

Die gegebene Relation ist somit eine Äquivalenzrelation.

12.2 b)
Für ein Rx ∈  gibt es wegen der Dichtheit von Q  in R  eine rationale Zahl q  mit )1,( +−−∈ xxq .

Setze xqr +=: .

]1,0[∈→ r  und xr ~
Da die Menge der rationalen Zahlen abzählbar ist, gibt es also abzählbar unendliche viele Elemente q
im obigen Intervall )1,( +−− xx  und somit auch abzählbar unendliche viele Elemente r .

Also , enthält jede Äquivalenzklasse abzählbar unendliche viele Elemente.

12.2 c)
Definition : QrApprAr ∈∈+=+ }:{:
Zeigen : ∅=+∩+ )()( AsAr   für srQsr ≠∈ ,,

Seien Qsr ∈, .

Angenommen, es existiert ein )()( AsArx +∩+∈ .

Dann ist qsprx +=+=   für bestimmte, feste Aqp ∈, .

Wegen Qrsqp ∈−=−  ist qp ~  und somit qp = , da A  nach Voraussetzung genau ein Element
aus jeder Äquivalenzklasse enthält.
Hieraus folgt nun qspsqrpr +=+=+=+  und somit sr = .

Es wurde also gezeigt, srAsAr =⇒∅≠+∩+ )()(
Mittels der Kontraposition der Implikation ( ))()( ABBA ¬⇒¬⇔⇒  folgt

die Behauptung ∅=+∩+⇒≠ )()( AsArsr .
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12.2 d)

Zeigen, dass ]2,1[},1:{]1,0[ −⊆∈≤+⊆ U QrrAr

Für ]1,0[∈x  gibt es nach Definition von A  ein Ar ∈  mit .~ rx
Es ist also Qrxq ∈−=: .

Wegen ]1,0[∈x  und ]1,0[⊆∈ Ar  gilt : ]1,1[−∈−= rxq .

D.h. Aqrqx +∈+=  mit ]1,1[−∩∈Qq
Die erste Inklusion wurde somit gezeigt.

Sei nun ]1,1[−∩∈Qq .

Wegen ]1,0[⊆A  gilt : ]2,1[−⊆+ Aq
Die zweite Inklusion wurde somit auch gezeigt.

12.2 e)
???

12.3)

gegeben : 
nRA ⊆

zu beweisen : },:)(inf{)( offenGGAGA ⊂= λλ
Beweis :
Sei 0>ε  vorgegeben.
Da das äußere Maß von A  das Infimum über alle möglichen ist, existiert eine Menge von

Intervallen AI
j

j ⊇U  , ( )nj FI ∈ .

Nach Definition gilt somit ελ +≤∑ )(AI
j

j .

Dann existieren auch offene Intervalle jI
~

 , so daß gilt :

jj II ⊇
~

      ,      jjj II ε+≤
~

      ,      0>jε       und      εε =∑
j

j .

Setze nun U
j

jIG
~

:= .

G  ist offen, da die Vereinigung offener Menge eine offene Menge ist und es gilt AG ⊇ .
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},:)(inf{)( offenGGAGA ⊂=⇒ λλ
Q.e.d.


