Analysis 3 —Seriel2 — Georg Kuschk

12.1a)

A=[01CQ

Da Al Q ,enthdt A abzshlbar viele Elemente,

A |asst sich nun also als Vereinigung von abzéhlbar vielen Intervallen |, =[N, N] darstellen.

Das Lebesgue-MaR dieser |, istO.
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Wegen O £ | 1,Z£8 1 (1,) =0 istfolglich | (A) =0, und A ist somit eine L ebesgue-messbare
n=1 @ n=1
Menge mit Lebesgue-Mal3 Null.
12.1b)

??7? Querstreifen = Komplement ???

12.1¢)
A=[01\Q
Der Rand von A besteht aus den Elementen von A, in deren € -Umgebung sowohl Elemente

aus A alsauch aus A’ liegen. .
Diesist aber wegen der Dichtheit von Q in R firale X1 A der Fall.

D.h. A ist eine abgeschl ossene Menge und somit L ebesgue-messbhar und fiir das Lebesgue-MaR gilt :
I (A)=1 (01\Q) =1 ([04\(@QC[0D) =1 (01)- I (QG[01) =1- 0
® | (A)=1

12.1d)
A=([01\Q)° =Inneresvon A

A=([01\Q)° =([01\Q) \Rand ([0.1\Q) = ([0\Q)\ ([01\Q) = A&
® A ist eine Lebesgue-messbare Menge vom Ma Null. (I (A) =0)

12.1¢)



12.2 a)
Zeigen, dassdurch X~ y:X- y1 Q eineAquivalenzrelationim R erklart wird.
Folgende drei Eigenschaften sind zu zeigen: R
Reflexivitét : "XI Rist x- x=01 Q , dh X~X
Transitivitét : "X,z Rmtx~yundy~zist x-yl Q , y-2z1 Q
und folglichauch X- 2 =(x- y)+(y- 2)I Q
dh. Xx~yUy~zpb x~2z
Symmetrie : "X, yI R mit x~y (dh x-yl Q) istauchy- x=-(x- V)T Q
dh. X~ypP y~Xx
Die gegebene Relation ist somit eine Aquivalenzrelation.

12.2b

FUreir)1 X1 R gibt eswegen der Dichtheit von Q in R einerationale zahl g mit g1 (- X,- X+1).
Setze I :=Q + X.

® r1 [0 undr ~ X

Dadie Menge der rationalen Zahlen abzéhlbar ist, gibt es also abzéhlbar unendliche viele Elemente q
im obigen Intervall (- X,- X+ 1) und somit auch abz&hlbar unendliche viele Elemente T .

Also, enthélt jede Aquival enzklasse abzahlbar unendliche viele Elemente.

12.2¢)

~

Definition: r + A:={r+p:pl A r1 Q
Zeigen: (r+ A C(s+A =/ firr,sl Q,rt s

seien r,s1 Q.

Angenommen, es existiertein X1 (r + A)C (s+ A).

Dannist X=r + p =S+ fir bestimmte, feste p,qi A.

Wegen p- g=¢<-r i Q ist p ~q undsomit p=(,da A nachVoraussetzung genau ein Element

aus jeder Aquival enzklasse enthalt.
Hierausfolgtnunl + p=r+q=<s+p=<Ss+qundsomit I = <.

Eswurdeasogezeigt, (r + AAC(s+ A EP r=¢
Mittels der Kontraposition der Implikation (AP B) U (@BP @A)) folgt
die Behauptungr* sb (r+ A)C(s+ A =A.



12.2d)
Zeigen, dass[01] | (J{r+A:r|£L, T Q T [-12]

Fur X1 [0.] gibt es nach Definitionvon A einr 1 A mit X~r.
Esistalso q:=X- r1 Q.

Wegen X1 [01] undr T Al [0]] gilt: g =x-rT [-1]].
Dh. x=qg+ri g+ A mit g1 QC[-1]]

Die erste Inklusion wurde somit gezeigt.

Seinun g1 QC[-11].
Wegen Al [0]] gilt: g+ Al [-1,2]
Die zweite Inklusion wurde somit auch gezeigt.

12.2 )

12.3)

gegeben: Al R"

zubeweisen: | (A) =inf{ | (G): Al G, G offer}

Bewels:

Sei e > 0 vorgegeben.

Dadas &uRere MaR von A das Infimum iiber alle moglichen ist, existiert eine Menge von

Intervallen UIJ EA, (Iji Fn).
i
Nach Definition gilt somit & |I}| £1 (A) +e.
]
Dann existieren auch offene Intervalle TJ , So dal3 gilt :
LEL L |L|El]+e; . e>0 und e =e.
i
Setze nun G:=U|~j.
j

G ist offen, dadie Vereinigung offener Menge eine offene Mengeist und es gilt G EA.
PI(AEIGEA|EQ]|+eel (H+2e
j i

b | (A)=inf{| (G):Al G,G offer}
Q.ed.



