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1. Ubungsblatt (Wahrscheinlichkeit, Entropie, Markov-Prozesse)

Aufgabe 1 (5 Punkte)

i.) SeienA undB zwei Ereignisse aus dem Stichprobenramit A N B # ().
A undB sind also keine unabhangigen Ereignisse.

Zeigen Sie mit der Hilfe der Axiome aus der Vorlesung, dass gilt:

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A NB).

ii.) SeienA, B undC Ereignisse au§ mit ANB=ANC =0undBnNC # 0.

Zeigen Sie mit der Hilfe der Axiome aus der Vorlesung und dem Resultat aus Aufgabe (i),
dass qilt:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—-P(BNC).

Aufgabe 2 (5 Punkte)

i) Zeigen Sie, dal3 fur zwei Teilmengeh und B aus einero-Algebra F folgt, dass auch
B\ A zu F gehort.

ii) Benutzen Sie einfache Mengenoperationen um zu zeigen odAfgebren abgeschlossen
sind unter abzahlbaren Mengendurchschnitt, d.h. fir

A1, Ay, ... € Ffolgtdass aucrﬂAi eF.
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Aufgabe 3 (5 Punkte)

Zeigen Sie, dass flr einen Wahrscheinlichkeitsrduim 7, P) unter der Annahme von unab-
hangigen Ereignissef; € F gilt:

0 < H < logy|Q]

wobei

Aufgabe 4 (10 Punkte)

Betrachten wir die im Portal zu findenden Grauwertbilder im pgm-Format (mit 512 Zeilen und
512 Spalten).

Das Bildformat ist sehr einfach. Nach einem Header folgt jeweils ein Character fur einen Pixel,
wobei das Bild zeilenweise aufgebaut ist. Der Header lautet

P5\n
512 512\n
255\n

Wir wollen die Entropie dieses Bilder unter verschiedenen Annahmen berechnen.
Definieren Sie zu n&chst den zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsraum unter der Annahme

1. der Unabhangigkeit der Pixel untereinander und

2. dass die Beziehungen zwischen den Pixeln vollstdndig durch einen Markov- Modell erster
Ordnung beschrieben sind. Hierbei wird das Bild wieder zeilenweise hintereinander als
eindimensionale Pixel-Folge angesehen.

Geben Sie die Entropie fur den Fall der Unabhangigkeit der Pixel untereinander an!

Schreiben Sie dazu ein Programm, welches die Berechnung durchfiihrt. Dieses ist im Quelltext
einzusenden.

Wieviele Zustande hat ihr Markov-Modell ?

Geben Sie die Ubergangswahrscheinlichkeiten und Zustandswahrscheinlichkeiten des Markov-
Modells fir die Bilder an.

Wie grol3 ist die Entropie bei Verwendung des Markov-Modells erster Ordnung fiir die Bilder
im Vergleich zur Entropie bei unterstellter Unabh&ngigkeit?

Bemerkung:

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten und Zustandswahrscheinlichkeiten des Markov-Modells soll-
ten sinnvollerweise durch das Programm berechnet und ausgegeben werden.

Hinweise:
Zur elektronischen Einsendung und den Modalitéten verweisen wir auf das Portal zur Vorlesung:
http://studip.uni-halle.de


http://studip.uni-halle.de

