Lineare Optimierung - Ubung04 - Georg K uschk

Aufgabe4.1:
Variablen :
X =Wein- Antell (50 Cent je Liter)
X, = Frostschutzmittel (Glykol) — Anteil (60 Cent je Liter)
X, = Natriumacid — Antell (90 Cent je Liter)

Zidfunktion Q : 50x; + 60x, +90x, ® min

Restriktionen:  (Reihenfolge wie sieim Text vorkommen)

Xp+ X, +% =1, X,%,% 3 O,x23%,x13%,x33x—22,x3£x2,x33%

D.h.:
X +X, +% =1
3X, 31
2% - X, 30
2X5 - X, 30
X, = X 30
2%; - X 30
X 30
X, 30
X, 30

Ldsung mit Mathematica :

1 1 1
0 3 1]
. . 2 -1 0
In[1]:= LlnearPrugrmTung[{ﬁl], 60, 90}, 0 -1 9 |’ f1, 1,0, 0, 0, l]}]
0 1 -1
-1 0 2

ar (2,2, 4]

2 2 1 100+120+90 _ 310

Kosten : —X50+—x60+—>90 = = 62 Cent
5 5 5 5

In Worten : Wein-Anteil 40%
Glykol-Anteil 40%
Natriumacid-Anteil 20%

Billig und haut rein. Wohl bekomm’s.
(Jedoch ein Problem besteht : Wer verkauft mir solche kleinen Mengen ?)



Aufgabe 4.2
Beweis:
s f:R"

Lineare Funktionen sind Spezialfélle der konvexen Funktionen.
Fir konvexe Funktionen gilt : Jedes lokale Minimum ist auch globales Minimum.

Wenn die Nebenbedingungen nur aus Gleichungen bestehen, so muss die L 6sung auf den zugehorigen
Hyperebenen liegen. (Und nicht wie allgemein in einem der zwei Halbréume.)

Der zulassige Bereich besteht dann aus den Schnittpunkten von N linear unabhéngigen Hyperebenen.

Existieren solche Schnittpunkte nicht, so existiert keine L 6sung.
Existieren mehrere solcher Schnittpunkte, so entspricht jeder einem lokalen Minimum und somit auch
einem globalen Minimum (D.h. jeder Punkt des zul&ssigen Bereichsist optimal.)

g.ed.

Aufgabe4.3.a)
M:={xT R":AXEb}* £ mit Al R™™ und bl R"
Zeigen, dass M nicht notwendigerweise Ecken besitzt.

Beweis:
Anhand eines Beispiels, welches nicht notwendigerweise Ecken besitzt :

I & 16 a0
Sei Al R®? mit A=§L gund desweiteren sei b=glg.
1y @

Die zugehorigen zwei Hyperebenen sind linear abhangig (parallel).

P Esexistiert kein XT M , welches Schnittpunkt zweier linear unabhéngigen
Hyperebenen ist.
(Und diesist ja die notwendige Bedingung fir eine Ecke.)

P M muss nicht notwendigerweise Ecken besitzen.

Bemerkung :
Fir m <n besitzt obiges M (iberhaupt keine Ecken, daesin dem Fall nur m

begrenzenden Hyperebenenim R" gibt. (zu wenig also)



Aufgabe4.3.b)
M:={xT R":Ax£b , x3 O} £ mit Al R™” und bl R"

Zeigen, dass M Ecken besitzt.

Bewels:
Im Vergleich zu @) sind zusétzliche N Vorzeichenrestriktionen X; 3 0
hinzugekommen.

Sind diese N Restriktionen mit “=" erfiillt, so bilden sie N linear unabhangige
Hyperebenen, welche sich im Nullpunkt (0,0,...,0) " schneiden

Hier wurden jetzt allerdings die Gbrigen M Restriktionen vernachldssigt.

Gibt es unter diesen Restriktionen Hyperebenen, welche bzgl. der obigen N
Hyperebenen linear unabhéngig sind und den Nullpunkt ,, abschneiden” , so ist dies
nicht weiter tragisch, da sie aufgrund der linearen Unabhangigkeit wenigstens eine

X; -Achse schneiden und somit wiederum Ecken bilden.

P M besitzt immer Ecken

Aufgabe4.4.a) :

Sei | einintervall auf K" und f,g:R"® R™ zwei konvexe Funktionen.

Danngilt fir ale X%, x* 1 R" undalle | 1 [0,1] :

(f+9)( x*+@-1)x?)

=f(Ixt+@- 1)) +glx+@-1)x)
ELF(xX)+@-1)F(x?) +1g(x)+@- 1)g(x?)
=1 () +g0))+ @ 1)(f ) +g0x))

=1 X(f +g)(x) + (- 1) f +g)(x?)

Die Summe zweier konvexer Funktionen ist also wiederum konvex.

Aufgabe4.4.b) :
Die Behauptung ist falsch.

Gegenbeispiel : f,g:R® R
f(x)=-x g(x) = x
f,g sindkonvex, (f xg)(X) = - x* jedoch nicht.



Aufgabe 4.4.c) :

Ich gehe mal vom punktweisen Minimum aus, da die zwei folgenden Behauptungen ansonsten
trivialsterweiserichtig sind.

Die Behauptung ist falsch.
Gegenbeispiel : f,g:R® R
f(x)=1 , g(x) = x
f, g sind konvex , das punktweise Minimum jedoch nicht :

Aufgabe4.4.d) :

Das punktweise Maximum zweier konvexer Funktionen ist wiederum konvex.
Beweis:
TODO —Beim Traversieren der Maximum Funktion treten beim ,, Funktionswechsel“ nur
Left-Turns auf ...



